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AVANT-PROPOS
Les travaux qui ont conduit a` la soutenance de cette the`se ont de´bute´ pendant les six derniers
mois de la scolarite´ d’inge´nieur de la me´te´orologie, ils ont e´te´ poursuivis au cours de deux anne´es
de formation par la recherche (janvier 1988 a` juillet 1990). Ces travaux ont e´te´ effectue´s au Labo-
ratoire de Me´te´orologie Dynamique du CNRS (Ecole Polytechnique), dans l’e´quipe de me´te´orologie
tropicale dirige´e par Daniel Cadet.
La motivation premie`re e´tait une meilleure compre´hension de l’e´nerge´tique de la circulation de
la mousson africaine. Il est cependant apparu que les re´sultats obtenus pendant ces deux anne´es
de´passaient le cadre strict de la me´te´orologie tropicale. La de´couverte de proprie´te´s nouvelles concer-
nant l’e´nerge´tique de l’atmosphe`re a transforme´ les buts initiaux en une e´tude essentiellement
the´orique, avec une application a` un cas de cycloge´ne`se active a` petite e´chelle sur l’Europe.
Plusieurs articles et contributions portant directement sur le sujet de cette the`se ont e´te´ publie´s
et pre´sente´s : Marquet (1990a, 1990b, 1991, 1993), Pontaud et al. (1990). Ce me´moire reprendra,
en annexe C, l’inte´grale du contenu de l’article de Marquet (1993) qui correspond a` l’application
de la the´orie au cas d’une atmosphe`re humide. L’application au cas de l’atmosphe`re se`che qui est
de´crite dans les autres articles sera inte´gralement reformule´e pour former le corps de ce me´moire,
avec une pre´sentation de nouveaux re´sultats.
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RESUME
Le concept d’e´nergie utilisable a e´te´ introduit par les fondateurs de la thermodynamique. Il
correspond en fait a` la ”puissance motrice” de Carnot, les concepts d’e´nergie et d’entropie n’ap-
paraissant que plus tardivement. Depuis plus de cent cinquante ans, Gibbs, Kelvin, Tait, Maxwell,
Gouy, Stodola, Jouguet, Rant et de nombreux autres thermodynamiciens ont tous rede´couvert ou
de´veloppe´ l’ide´e d’une qualite´ supe´rieure d’e´nergie qui, contrairement a` l’e´nergie elle-meˆme, n’est
pas conserve´e au cours des transformations naturelles. L’ide´e de la dissipation de l’e´nergie utilisable
est d’ailleurs directement relie´e a` celle de cre´ation d’entropie et d’irre´versibilite´.
L’e´nergie utilisable est la partie de l’e´nergie qui est virtuellement convertible en travail. Elle est
connue sous divers noms tels que ”motivity”, ”availability”, e´nergie utilisable, enthalpie utilisable,
travail maximal, ”technische Arbeitsfa¨higkeit”, ou plus re´cemment exergie. Le terme exergie (travail
extractible) semble maintenant s’imposer dans la litte´rature thermodynamique.
Les applications de ce concept sont nombreuses. Particulie`rement pertinentes au de´but de ce sie`cle
pour l’ame´lioration des performances des machines a` vapeur, les proprie´te´s de l’exergie s’e´tendent
dore´navant aux syste`mes ouverts ou ferme´s, en re´gimes stationnaire ou permanent, pour des fluides
monophases ou en pre´sence de re´actions chimiques. De plus, a` l’instar de l’entropie de Shannon,
des liens e´troits avec la the´orie ge´ne´rale de l’information apportent via la fonction de Kullback une
assise the´orique solide.
Une notion d’e´nergie utilisable a e´galement e´te´ formalise´e en me´te´orologie par Margules en 1903,
puis par Lorenz en 1955, afin de caracte´riser les e´changes d’e´nergie qui se produisent au sein du
fluide atmosphe´rique. L’e´nergie utilisable correspond a` une partie relativement petite de la somme
des e´nergies gravitationnelle et interne. On obtient ainsi une e´nergie qui, en ordre de grandeur,
avoisine l’e´nergie cine´tique. Les raisonnements qui ont conduit a` cette version me´te´orologique sont
inde´pendants de la de´marche thermodynamique ge´ne´rale.
Les proprie´te´s de l’e´nergie utilisable de Lorenz ont conduit a` une meilleure compre´hension de la
circulation ge´ne´rale atmosphe´rique : (i) par une explication du maintien du mouvement malgre´ les
phe´nome`nes dissipatifs (viscosite´ et friction) ; (ii) en mettant l’accent sur l’importance des chauffages
diffe´rentiels (poˆles-e´quateur et oce´ans-continents) en tant que sources d’e´nergie utilisable ; (iii) avec
une se´paration des e´nergies en parties zonales moyennes et en perturbations par rapport a` celles-ci,
ceci conduisant a` la de´finition de l’e´nerge´tique des syste`mes d’ondes baroclines.
Mais la the´orie de Lorenz est essentiellement globale. Elle ne permet pas l’e´tude e´nerge´tique exacte
de phe´nome`nes locaux tels que les grands thalwegs et dorsales quasi-stationnaires, les moussons,
les ondes baroclines isole´es, les cyclones, les lignes de grains ou les contributions relatives de de la
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troposphe`re et de la stratosphe`re.
L’objet de cette the`se est l’e´tude, dans le cadre de l’e´nerge´tique de l’atmosphe`re, des proprie´te´s
de la fonction enthalpie utilisable spe´cifique qui est une des formes locale de l’exergie. Cette fonction
posse`de une formulation simple et elle est de´finie mathe´matiquement en tout point de l’atmosphe`re.
Dans l’approximation du gaz parfait et sec, elle s’e´crit : ah = (h − hr) − Tr (s − sr) ou` h est
l’enthalpie et s l’entropie. On a introduit un e´tat thermodynamique particulier de tempe´rature Tr
et de pression pr, repe´re´ par l’indice r.
Les proprie´te´s de cette fonction sont pour la plupart analogues a` celles de l’e´nergie utilisable
de Lorenz. Elle est cependant exempte d’approximation, avec de plus la possibilite´ d’e´tudier des
phe´nome`nes limite´s dans l’espace (sur l’horizontale et la verticale). Cette fonction enthalpie utili-
sable ge´ne´ralise dans sa version hydrostatique diverses autres fonctions introduites en me´te´orologie
(Dutton, Van Mieghem, Pearce), c’est aussi un des cas particuliers de la pseudo-e´nergie re´cemment
introduite par Shepherd.
On pre´sente l’e´tude de l’e´nerge´tique d’une onde barocline sur l’Europe occidentale effectue´e a`
l’aide de ah, avec la se´paration en une partie zonalement syme´trique et en perturbations par rapport
a` celle-ci. Les contributions dues aux flux aux frontie`res ainsi que plusieurs termes de conversion
pre´sentent une cohe´rence qui e´tait absente dans les versions locales de la the´orie de Lorenz.
L’application au cas d’une atmosphe`re non-hydrostatique est mathe´matiquement fonde´e, bien que
la formulation obtenue par Karlsson a` l’aide de l’autre forme locale de l’exergie peut, par certains
aspects, apparaˆıtre plus prometteuse.
Une ge´ne´ralisation au cas de l’atmosphe`re humide a e´te´ obtenue, avec un nouveau re´servoir
e´nerge´tique qui de´pend de la chaleur latente potentiellement libe´rable par les formes liquide et
solide de l’eau atmosphe´rique. Cette version semble eˆtre la ge´ne´ralisation humide recherche´e par
Lorenz.
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1 INTRODUCTION.
1.1 Motivations.
1.1.1 De l’importance de l’e´nergie en me´te´orologie.
La notion de transformation de l’e´nergie est a` la base des e´quations de la me´canique des
fluides. Cette affirmation qui donne toute son importance a` l’objet meˆme de cette the`se me´rite
d’eˆtre justifie´e en quelques mots. Pour e´crire l’e´quation du mouvement ( ~u ), la loi de Newton suffit
et, a priori, celle-ci ne fait pas directement appel a` des concepts e´nerge´tiques. Mais pour obte-
nir l’e´quation de l’e´nergie interne (ei), il faut partir du premier principe de la thermodynamique
(ei + ~u
2/2 + gz), puis soustraire les e´quations de l’e´nergie cine´tique (ec = ~u
2/2) et de l’e´nergie po-
tentielle (gz). L’e´quation d’e´volution de la tempe´rature e´tant une conse´quence de celle de l’e´nergie
interne (ei = cv T + C
ste), il s’ave`re que les principes de l’e´nerge´tique controˆlent l’essentiel de la
thermodynamique de l’atmosphe`re. Et c’est finalement la dynamique qui se trouve indirectement
influence´e par l’interme´diaire des couplages entre les e´quations (pronostiques pour ~u et T , diagnos-
tiques pour la version hydrostatique de la relation de continuite´ div (ρ~u )+∂ρ/∂t = 0 et l’e´quation
d’e´tat p = ρ R T ).
L’e´nergie est sans cesse convertie au sein du fluide atmosphe´rique entre ces diffe´rentes formes :
interne, cine´tique et potentielle. Ce simple fait explique un nombre important de phe´nome`nes
me´te´orologiques. Il ne faut cependant pas oublier l’e´nergie latente qui est lie´e aux changements
d’e´tat du constituant eau atmosphe´rique (vapeur, liquide, glace). Ce quatrie`me poste e´nerge´tique
est important, il controˆle en grande partie l’e´volution de nombreux syste`mes me´te´orologiques. C’est
le cas de la convection, des perturbations baroclines, des lignes de grains, des cyclones ou encore des
phe´nome`nes de mousson. L’e´nergie latente est toutefois souvent pre´sente´e en tant que terme source
ou puits pour l’e´nergie interne et non pas comme un re´servoir a` part entie`re. Les deux approches
– re´servoir et source/puits – seront utilise´es dans la suite de cette the`se. L’approche novatrice en
forme de re´servoir sera obtenue par une ge´ne´ralisation au cas humide de la the´orie se`che.
Conside´rons l’e´quilibre e´nerge´tique de la plane`te Terre. En premie`re approximation, le syste`me
constitue´ de l’atmosphe`re, des terres e´merge´es et des oce´ans n’est soumis qu’a` une seule contrainte
exte´rieure : le flux d’e´nergie en provenance du soleil sous forme de rayonnement dans la gamme
visible. La crouˆte terrestre isole par hypothe`se le syste`me ge´ophysique externe des influences du
manteau. Les radiations e´lectromagne´tiques constituent la cinquie`me forme de l’e´nergie ve´hicule´e
au sein du fluide atmosphe´rique (les e´nergies e´lectrique et nucle´aire seront ne´glige´es dans cette
e´tude). Une grande partie du rayonnement visible incident atteint la terre sans eˆtre alte´re´e. Le
bilan e´nerge´tique a` la surface (terres, glaciers, oce´ans) re´sulte d’un e´quilibre entre une re´flexion
de ce rayonnement incident (albe´do), un re´chauffement duˆ a` l’absorption de ce rayonnement et
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un refroidissement duˆ a` l’e´mission d’un rayonnement infrarouge au taux de σB T
4 d’apre`s la loi
de Stefan. En fait, la vapeur d’eau atmosphe´rique, les nuages, l’ozone (O3), les gaz a` effet de
serre (H2O, CO2) sont autant de composants actifs pour l’absorption, la re´flexion et l’e´mission
de rayonnement. Le profil vertical de tempe´rature est de´termine´ par la contrainte d’un e´quilibre
radiatif pour chaque niveau de l’atmosphe`re, le proble`me e´tant complique´ par les effets combine´s
de la turbulence et de la convection qui redistribuent l’e´nergie selon la verticale. En tenant compte
de toutes ces influences et interactions, on obtient une structure verticale moyenne qui correspond
a` un e´quilibre dit radiatif-convectif. L’atmosphe`re est alors de´compose´e en diffe´rentes couches,
chacune d’entre elles est caracte´rise´e par un gradient vertical de tempe´rature positif (stratosphe`re
et thermosphe`re), ne´gatif (troposphe`re et me´sosphe`re) ou tre`s faible (tropopause, stratopause et
me´sopause).
Le bilan net d’e´nergie entrant au sommet de l’atmosphe`re a e´te´ directement mesure´ depuis l’es-
pace graˆce aux observations re´alise´es par les satellites. En moyenne annuelle, on observe que les
tropiques sont exce´dentaires (plus de 100W m−2) alors que les zones polaires sont de´ficitaires (jus-
qu’a` −150W m−2). Ce de´se´quilibre e´tant permanent, un me´canisme compensateur doit re´aliser le
transfert de l’e´nergie des zones tropicales ou` elle est rec¸ue en provenance du soleil vers les poˆles ou`
elle est e´vacue´e en direction de l’espace. Ce sont les oce´ans et l’atmosphe`re qui assurent, a` parts
sensiblement e´gales, cette fonction. Le transport atmosphe´rique peut eˆtre se´pare´ en deux compo-
santes : le mouvement moyen et les perturbations par rapport a` celui-ci. Sous les tropiques, c’est
le mouvement me´ridien moyen qui est le plus efficace, par l’interme´diaire de la cellule de Hadley
qui transforme les e´nergies interne et latente des basses couches en e´nergie potentielle de pesanteur
et qui exporte cette dernie`re en altitude vers les zones tempe´re´es. Ce sont alors les mouvements
transitoires baroclines (les perturbations) qui prennent le relais pour achever le transport de cette
e´nergie vers les poˆles. C’est la` un premier exemple de l’importante des me´canismes de transport et
de transformation de l’e´nergie en me´te´orologie.
Le chauffage solaire peut donc eˆtre conside´re´ comme le ve´ritable moteur des mouvements de l’at-
mosphe`re. Il apparaˆıt que le cheminement de l’e´nergie au sein du syste`me terres-oce´ans-atmosphe`re
s’organise afin d’e´viter l’accumulation a` long terme de l’e´nergie dans ce syste`me. Cette ne´cessite´ lo-
gique n’a pas que des implications diagnostiques ou pe´dagogiques. Parmi toutes les repre´sentations
imaginables des mouvements atmosphe´riques, seuls ceux qui assurent en moyenne ce transfert de
l’e´nergie a` travers les mouvements moyens puis transitoires sont possibles. Le respect des bilans
des diverses formes d’e´nergie servent de guide pour une analyse phe´nome´nologique correcte de
l’atmosphe`re.
Les premie`res e´tudes historiques de la circulation ge´ne´rale ont utilise´ ces contraintes e´nerge´tiques,
d’autant plus que seules les approximations les plus simples des e´quations de Navier-Stockes e´taient
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alors connues. Mais l’importance de l’e´nergie en me´te´orologie se mesure e´galement en observant
l’e´tendue de son utilisation dans les nouvelles techniques d’investigation. Depuis l’ave`nement des
simulations nume´riques, il est en effet beaucoup fait appel aux proprie´te´s e´nerge´tiques pour cali-
brer et valider la dynamique et les parame´trisations physiques, c’est a` dire pour tester la bonne
repre´sentation des phe´nome`nes externes au mode`le atmosphe´rique ou d’e´chelle trop fine pour eˆtre
repre´sente´e par ce mode`le. Les progre`s dans la qualite´ des simulations et dans la puissance des cal-
culateurs permettent dore´navant l’e´tude du climat et de l’impact sur ce dernier des modifications
naturelles ou artificielles de l’environnement. Tous ces re´sultats ne pourraient pas eˆtre interpre´te´s
sans s’eˆtre assure´ au pre´alable du caracte`re re´aliste des grands bilans e´nerge´tiques, hydrologiques,
de la masse, de l’humidite´, etc. Et au dela`, les contraintes e´nerge´tiques interviennent souvent pour
aider a` la construction de ces parame´trisations elles-meˆmes. On peut citer en the´orie de la turbulence
les me´thodes dites de fermeture qui utilisent l’e´nergie cine´tique turbulente. Les parame´trisations
physiques utilisent quant a` elles en permanence les proprie´te´s thermodynamiques, a` travers les
tempe´ratures potentielles θ et θ′w, mais aussi a` travers les chaleurs latentes qui sont directement
lie´es aux transformations e´nerge´tiques de l’atmosphe`re humide. On peut aussi citer la diffusion
verticale de l’e´nergie statique se`che qui est de´finie par cp T + gz (du type enthalpie + e´nergie
potentielle).
De manie`re plus ge´ne´rale et a` l’instar des autres domaines de la physique, ce sont l’ensemble
des grandes lois de conservation qui ont permis de mieux comprendre l’organisation des mouve-
ments atmosphe´riques. Citons quelques exemples. La forme de la cellule de Hadley et l’existence
des vents alize´s proviennent des contraintes de conservation du moment cine´tique en association
avec la force de Coriolis. Pour les mouvements verticaux, les variations de l’entropie (s), ou au-
trement dit des tempe´ratures potentielles se`ches (θ) et humides (θ′w), controˆlent les me´canismes
de convection. D’autre part, l’instabilite´ syme´trique re´sulte d’une compe´tition entre la conserva-
tion de la quantite´ de mouvement absolue et la conservation de l’entropie. Quant aux phe´nome`nes
d’instabilite´s barotrope et barocline, ils sont fortement relie´s aux lois de conservation du tour-
billon absolu ~ζa =
−→
∇×~u + 2 ~Ω et du tourbillon potentiel ~ζa .
−→
∇(θ)/ρ. On peut encore invoquer
l’approximation des e´coulements bidimensionnels quasi-ge´ostropiques ou` le tourbillon potentiel
q = f +
−→
∇ 2(ψ) + f 20 ∂p[ ∂p(ψ) /σ0] est un invariant line´aire de la fonction de courant ψ, alors
que l’enstrophie [f +
−→
∇ 2(ψ)]2 et l’enstrophie potentielle q2/2 sont deux invariants quadratiques.
Disposant de nombreux parame`tres tels que (p, ρ, T , ei, h, ~u, ~ζa, ec, θ, s), l’ensemble des mou-
vements atmosphe´riques devraient pouvoir eˆtre analyse´s a` l’aide des e´tudes diagnostiques de ces
seules quantite´s en liaison avec les lois ge´ne´rales de la thermodynamique. En fait, pour les proble`mes
dynamiques, une quantite´ moins triviale comme le tourbillon potentiel ~ζa .
−→
∇(θ)/ρ est couramment
utilise´e pour comprendre le de´veloppement des ondes baroclines. En introduisant des quantite´s plus
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complexes qui contiennent des de´rive´es spatiales et des produits scalaires, on perd a priori en sim-
plicite´ et en pre´cision de calcul. Seules les nombreuses proprie´te´s originales et pertinentes qui en
de´coulent justifient la recherche et l’utilisation de ces termes plus complexes.
1.1.2 Du concept d’e´nergie utilisable.
Il en va de meˆme en ce qui concerne le domaine de l’e´nerge´tique ou`, comme pour les exemples
pre´ce´dents, des lois de conservation existent qui font appel a` des combinaisons diverses de p, T ,
ei, h ou s. Le caracte`re conservatif de ces combinaisons est subordonne´ a` la ve´rification de cer-
taines hypothe`ses. Elles correspondent en ge´ne´ral a` des e´volutions adiabatiques et re´versibles des
phe´nome`nes, a` l’approximation des fluides non visqueux, ou encore a` la stationnarite´ de certains
termes.
Dans le domaine de l’hydrodynamique, la loi de Bernoulli est la plus ancienne et la plus connue
de ces lois de conservation. Elle indique que la quantite´ h + ~u 2/2 + gz peut parfois eˆtre traite´e
comme un invariant particulaire, aussi bien pour les fluides incompressibles que compressibles.
En thermodynamique mais aussi en me´te´orologie, une autre loi de conservation s’est ave´re´e
fe´conde. Elle met en jeu le concept d’e´nergie utilisable qui est une combinaison de ei et s, ou h et
s. Examinons sur deux exemples physiques simples comment se caracte´rise la partie de l’e´nergie
d’un syste`me qui est potentiellement convertible en e´nergie me´canique (cine´tique), autrement dit
l’e´nergie utilisable du syste`me. Il pourra eˆtre utile de revenir a` ces deux exemples lors de l’e´tude
des syste`mes plus complexes comme l’atmosphe`re, les de´marches e´tant pour l’essentiel similaires.
(a) Le pendule me´canique ponctuel.
On sait que l’e´nergie potentielle de pesanteur Ep n’est de´finie qu’a` une constante additive pre`s,
lie´e a` une hauteur conventionnelle note´e zc sur la figure (1) avec (Ep)c ≡ 0. Lors du mouvement
du pendule et en ne´gligeant le frottement il y a un e´change permanent entre l’e´nergie cine´tique
Ec = m ~u
2/2 et l’e´nergie potentielle Ep = m g (z − zc). La de´finition de ~u , et donc celle de
l’e´nergie cine´tique, est e´galement arbitraire puisque c’est un repe`re relatif lie´ au point d’application
du pendule qui est implicitement choisi. Il existe une position particulie`re z = z0 qui repre´sente
un des e´quilibres du syste`me. C’est l’e´quilibre stable d’e´le´vation minimale. Pour cette position, la
valeur de l’e´nergie potentielle est minimale, elle vaut (Ep)0 = m g (z0 − zc).
En pre´sence de frottements, le syste`me est dissipatif et le pendule s’immobilise rapidement a` cette
position stable z = z0. En ne´gligeant le frottement, le syste`me devient non-dissipatif et l’e´nergie
utilisable pour la transformation en e´nergie cine´tique est de´finie par :
A ≡ Ep − (Ep)0 = m g (z − z0) ≥ 0 ,
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Fig. 1 – Le pendule me´canique
avec A = m gR [ 1− cos(θ) ] ≈ m gR θ2/2 ,
ou` la grandeur R est la longueur du pendule.
La loi de conservation de l’e´nergie se traduit par A+Ec = C
ste, ce qui signifie que l’e´nergie passe
continuellement de la forme cine´tique (Ec) a` la forme utilisable (A) et inversement. Cette e´nergie
utilisable est positive, nulle uniquement pour l’e´tat de re´fe´rence z = z0. L’e´nergie potentielle est
line´aire en z. C’est aussi le cas pour A(z) qui est cependant approximativement quadratique en
A(θ). On remarquera que l’e´tat de re´fe´rence est atteint par le syste`me avec une e´nergie cine´tique
qui est maximale, correspondant a` la libe´ration de toute l’e´nergie potentielle disponible. Les ordres
de grandeur de A et Ec sont comparables. Ce n’est pas le cas pour A et Ep puisqu’une position
arbitrairement basse de zc conduit a` des valeurs tre`s e´leve´es de m g (z0 − zc). L’introduction de
l’e´nergie utilisable A revient a` ne plus donner d’importance physique a` l’inde´termination du niveau
ze´ro de Ep, ceci par la prise en compte de la ge´ome´trie particulie`re du proble`me. Elle se re´sume ici
a` la cote z0 de l’e´le´vation minimale du pendule.
(b) Le liquide incompressible.
Soit un liquide incompressible contenu dans un bassin avec une surface libre qui est repe´re´e par
l’e´le´vation z. Pour ce syste`me, on a aussi deux formes d’e´nergies : l’e´nergie cine´tique et l’e´nergie
potentielle de pesanteur. On ne´glige l’effet des frottements ainsi que les effets thermiques. Pour
l’ensemble du fluide de la figure (2),
l’e´nergie cine´tique est Ec = {ec}, avec la notation {...} pour indiquer une inte´gration spatiale sur
l’ensemble de la masse contenue dans la bassin. L’e´nergie cine´tique spe´cifique est ec = ~u
2/2. La
densite´ est constante et e´gale a` ρ. L’e´nergie potentielle de pesanteur vaut Ep = {ep} = {g(z− zc)},
qui s’e´crit 1
2
ρ g
∫∫
S(z − zc)
2 dx dy + C, ou` C est une constante d’inte´gration arbitraire qui de´pend
de la profondeur et de la de´finition arbitraire du niveau ze´ro zc de l’e´nergie potentielle. On a note´
par S la section horizontale du bassin.
10
Fig. 2 – Le liquide incompressible
On peut, ici encore, aise´ment de´finir la forme de l’e´tat de re´fe´rence par z0 = z : c’est l’e´le´vation
moyenne de la surface libre. C’est un e´tat qui peut eˆtre the´oriquement atteint par le syste`me a`
partir de n’importe quel e´tat initial, meˆme si la re´alisation effective de cette transformation globale
semble peu re´aliste (tous les points de la surface libre devraient au meˆme instant se trouver a` la
cote z = z0 en ayant une vitesse non nulle et tre`s grande). En utilisant la proprie´te´ z0 = z, l’e´nergie
utilisable A est de´finie par :
A = Ep − (Ep)0 =
1
2
ρ g
∫ ∫
S
(z2 − z20) dx dy =
1
2
ρ g
∫ ∫
S
(z − z0)
2 dx dy ≥ 0.
C’est une grandeur positive, quadratique en z − z0. Cette dernie`re proprie´te´ est e´galement ve´rifie´e
par Ep dont le signe n’est cependant pas de´termine´ du fait de la valeur C inconnue. En absence
de frottement, on a la loi de conservation globale A + Ec = C
ste et l’e´tat de re´fe´rence est atteint
lorsque le fluide posse`de l’e´nergie cine´tique maximale et l’e´nergie utilisable minimale (dans l’e´tat
de re´fe´rence A = 0). Pour le cas du fluide incompressible, l’e´nergie utilisable A repre´sente l’e´nergie
des perturbations de la surface libre. L’aspect ge´ome´trique de l’e´tat de re´fe´rence co¨ıncide avec l’e´tat
de repos naturel du fluide, alors que les dynamiques de ces deux e´tats diffe`rent fondamentalement.
Remarquons enfin que les ordres de grandeur de Ec et de A sont comparables bien que l’e´nergie
potentielle Ep = {g(z − zc)} puisse eˆtre rendue tre`s grande en faisant varier arbitrairement zc. On
a e´limine´ les conse´quences physiques de l’inde´termination du niveau ze´ro de Ep.
(c) L’atmosphe`re.
Comme pour le pendule et le cas du liquide incompressible, l’atmosphe`re posse`de un invariant
e´nerge´tique qui est la somme de l’e´nergie cine´tique et d’une e´nergie qui est dite utilisable.
Pour de´couvrir la formulation de cette e´nergie utilisable il s’agit, ici encore, de trouver la portion
de l’e´nergie qui est virtuellement convertible en e´nergie cine´tique. Mais l’atmosphe`re met en jeu
cette fois trois formes d’e´nergie au lieu de deux : cine´tique (ec = ~u
2/2), potentielle de pesanteur
(ep = gz+C
ste) et aussi interne (ei = cvT+C
ste). En outre, le gaz parfait qui compose par hypothe`se
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l’atmosphe`re est compressible. Il n’est plus aussi simple de deviner la nature des e´ventuels e´tats de
re´fe´rence.
La somme de l’e´nergie potentielle et de l’e´nergie interne est repre´sente´e par la fonction enthalpie
H et, comme pour les exemples (a) et (b), seule une faible partie de l’enthalpie globale H est
transformable en e´nergie cine´tique Ec. L’enthalpie spe´cifique h = cp T + C
ste n’est en effet de´finie
qu’a` une constante additive pre`s. L’enthalpie h n’est donc pas connue de manie`re absolue. En
introduisant une re´fe´rence arbitraire h0 correspondant a` une tempe´rature moyenne T0 ≈ 250 K,
comparons les ordres de grandeur de h− h0 et de ec :
cp (T − T0) pour h− h0 −→ ≈ 50 kJ(kg)
−1
~u 2 /2 pour ec −→ ≈ 0.5 kJ(kg)
−1
 =⇒ H −H0 ≫ Ec.
La forte disproportion entre les re´servoirs globaux H − H0 et Ec fait penser que la diffe´rence
d’enthalpie H − H0 n’est effectivement pas la quantite´ pertinente pour e´valuer les e´changes avec
l’e´nergie cine´tique.
Pour de´finir la portion de l’enthalpie qui est re´ellement convertible en une autre forme d’e´nergie,
il faut de´couvrir parmi toutes les configurations du fluide atmosphe´rique les e´tats de re´fe´rence,
c’est a` dire les distributions qui posse`dent l’enthalpie minimale, et donc celles qui sont atteintes
avec une e´nergie cine´tique maximale d’apre`s la loi de conservation adiabatique et hydrostatique
Ec + H = C
ste. On a utilise´ la relation classique H = Ei + Ep qui est vraie en absence de relief
pour une atmosphe`re hydrostatique. Ces e´tats de re´fe´rence doivent permettre de de´finir une e´nergie
utilisable qui est, en ordre de grandeur, comparable a` Ec.
Depuis les travaux de Margules (1905), ge´ne´ralise´s par Lorenz (1955), l’e´nergie utilisable globale
de l’atmosphe`re A est en effet pre´sente´e de cette manie`re. Lorenz suppose que l’e´tat de re´fe´rence
est atteint par une e´volution adiabatique de l’e´tat re´el de l’atmosphe`re. Pour toute distribution des
champs de tempe´rature et de pression de l’e´tat re´el, on obtient un ensemble de surfaces d’e´gale
entropie ou` θ = T (p00/p)
R/cp est une constante. L’entropie valant s = cp ln(θ) + C
ste, on peut
traduire simplement l’hypothe`se de mouvements adiabatiques de l’atmosphe`re (q˙ = 0) en disant
que ces surfaces ”iso-θ” deviennent des surfaces mate´rielles : les particules fluides ne les traversent
pas. Ceci est duˆ a` la proprie´te´ locale dθ/dt = ( θ q˙ )/(cpT ) = 0.
L’e´tat de re´fe´rence de Lorenz est de´fini par le re´arrangement adiabatique de l’atmosphe`re qui
ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
– les surfaces ”iso-θ”, ”iso-p” et ”iso-T” sont horizontales,
– le profil vertical est stable (∂θ/∂z > 0),
– la masse comprise entre deux surfaces ”iso-θ” est conserve´e par le re´arrangement.
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Fig. 3 – L’atmosphe`re. La vision de Lorenz
En moyenne zonale, on obtient sche´matiquement les e´tats re´el et de re´fe´rence de la figure (3). Par
de´finition, l’e´nergie potentielle utilisable A de Lorenz est l’exce`s de l’enthalpie H de l’atmosphe`re
sur l’enthalpie Hr de l’e´tat de re´fe´rence associe´. On a donc :
A ≡ H −Hr ≥ 0, avec A+ Ec = C
ste. (1)
Cette dernie`re proprie´te´ de conservation n’est ve´rifie´e que sous certaines hypothe`ses assez strictes :
– mouvements adiabatiques au cours de la redistribution,
– l’e´quilibre vertical reste hydrostatique,
– il n’y a pas de relief,
– les profils verticaux sont stables (∂θ/∂z > 0).
On retrouve avec (1) les proprie´te´s mentionne´es en (b) dans le cadre du fluide incompressible,
ge´ne´ralise´es ici au cadre compressible.
De manie`re approche´e, l’e´nergie utilisable de Lorenz A = H −Hr s’e´crit comme l’inte´grale sur le
volume de l’atmosphe`re d’une inte´grande aL de´finie par :
A ≈ AL =
∫ ∫ ∫
M
aL dm =
∫ ∫ ∫
V
(T − T )2
2 σ
dx dy dp ≥ 0 , (2)
ou` σ(p) est un parame`tre de stabilite´, T (p) est la moyenne isobare de la tempe´rature et ou` la co-
ordonne´e pression dp = −ρ g dz a e´te´ utilise´e dans un cadre hydrostatique. Hormis les hypothe`ses
pre´ce´dentes qui conduisent a` la loi de conservation (1), celles utilise´es pour obtenir cette approxima-
tion correspondent a` des de´veloppements limite´s spatiaux pour passer de la repre´sentation verticale
en θ a` la repre´sentation en p. L’e´nergie potentielle utilisable AL de´pend donc principalement de
deux effets qui proviennent respectivement du nume´rateur et du de´nominateur de aL, c’est a` dire
– de la variance de la tempe´rature sur une surface isobare : ( T − T )
2
,
– de la stabilite´ verticale en moyenne isobare σ.
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1.1.3 La proble´matique.
La notion d’e´nergie utilisable est au coeur des pre´occupations de cette the`se. Ce concept a
e´te´ introduit et rede´couvert par un grand nombre de physiciens (me´te´orologistes ou thermodynami-
ciens), avec presque autant d’approches diffe´rentes du proble`me. La de´finition donne´e ci-dessus est
celle de Lorenz (1955) qui est la plus ce´le`bre dans le domaine de la me´te´orologie. Il a pu expliquer
graˆce a` cette quantite´ globale AL la production, le transport et la dissipation de l’e´nergie au sein
de l’atmosphe`re. Il a formalise´ mathe´matiquement l’impact des contributions respectives des mou-
vements de grande e´chelle et des perturbations par rapport a` celui-ci, en expliquant la persistance
de la circulation ge´ne´rale malgre´ la dissipation due a` la viscosite´ et aux frottements. Les de´tails de
la the´orie de Lorenz seront aborde´s progressivement au cours de cette the`se, par comparaison avec
les re´sultats qui seront obtenus.
Toutes ces implications me´te´orologiques de l’approche de Lorenz ne pouvaient pas eˆtre obtenue a`
partir des quantite´s Ei, H ou S conside´re´es individuellement. Une des raisons est que les enthalpies
globales H ou Hr ne sont pas quadratiques en T , seule la combinaison AL l’est. La se´paration de
Lorenz en valeurs zonales moyennes et en perturbations par rapport a` celles-ci de´pend fondamen-
talement de ce caracte`re quadratique en T de l’e´nergie utilisable. On a en effet T = T + T ′ et
A de´pend d’apre`s (2) de (T ′)2. Si on note par T λ la moyenne zonale et par Tλ la perturbation a`
cette moyenne zonale, on a T ′ = Tλ + (T
λ − T ) = Tλ + T λϕ . La quantite´ T
λ
ϕ repre´sente l’e´cart entre
la moyenne zonale et la moyenne isobare T = T λ ϕ. On obtient finalement (T ′)2 = (T λϕ )
2 + (Tλ)2.
Comme Tλ = T λϕ = 0, on n’aurait pas obtenu cette se´paration a` partir d’une fonction line´aire
de T ou de T ′. Lorenz a de´fini les re´servoirs e´nerge´tiques AZ et AE tels que AL = AZ + AE . Le
terme (T λϕ )
2 correspond a` l’e´nergie globale AZ , le terme (Tλ)
2 correspond a` AE . Cette se´paration
(T ′)2 = (T λϕ )
2 + (Tλ)2 est donc fondamentale et elle provient essentiellement du caracte`re quadra-
tique de AL. Elle conduit a` la de´finition des conversions barotropes et baroclines qui de´terminent
classiquement en me´te´orologie les phe´nome`nes de frontoge´ne`se et qui influencent plus ge´ne´ralement
le de´veloppement des phe´nome`nes ondulatoires.
La proble´matique qui a conduit aux travaux de recherche expose´s dans cette the`se est la suivante.
La the´orie de Lorenz e´tant bien connue dans le monde de la me´te´orologie et
depuis longtemps applique´e a` des proble`mes tre`s divers, le besoin de re´nover
cette the´orie peut apparaˆıtre superflu. Il correspond pourtant a` trois ne´cessite´s
de natures mathe´matique et physique qui vont maintenant eˆtre explique´es.
L’e´nergie utilisable de Lorenz est la diffe´rence entre l’enthalpie de l’atmosphe`re et l’enthalpie
de l’e´tat de re´fe´rence associe´. Mais, on le verra plus loin, cette de´finition n’est pas celle que les
14
thermodynamiciens emploient. De plus, l’expression (2) est obtenue a` l’aide d’approximations,
alors que l’expression exacte qui utilise la coordonne´e verticale θ est malaise´e a` manipuler. Un
troisie`me inconve´nient provient du caracte`re global de la the´orie de Lorenz. Mathe´matiquement,
seule est fonde´e l’e´tude de l’e´nergie utilisable pour l’ensemble de l’atmosphe`re, ou pour des syste`mes
d’e´tendue plus limite´e mais pe´riodiques. Ceci provient en particulier des inte´grations par parties
utilise´es pour de´montrer la relations classique H = Ei +Ep sous les hypothe`ses ade´quates. L’e´tude
des phe´nome`nes locaux (perturbations baroclines, jets, moussons, lignes de grains, cyclones, ...) ne
peut a priori pas eˆtre entreprise a` l’aide de AL. On mentionnera aussi la question assez de´licate
de la pertinence de l’e´tat de re´fe´rence de Lorenz qui doit eˆtre d’enthalpie minimale (ou au moins
extre´male) mais qui ne semble pas pouvoir repre´senter un e´tat re´ellement accessible du syste`me. En
effet, on obtient apre`s redistribution de la masse un e´tat qui est bien repre´sente´ ge´ome´triquement
par la figure (3), mais dont la dynamique associe´e reste inde´termine´e et probablement irre´aliste du
fait de son e´nergie cine´tique qui a e´te´ rendue maximale.
On peut se demander dans quelles mesures l’ensemble de ces faiblesses ne pourraient pas eˆtre
corrige´es en introduisant une autre forme de l’e´nergie utilisable. On de´sire :
– se rapprocher d’avantage des re´sultats qui ont e´te´ de´veloppe´s dans le cadre de la thermodyna-
mique ge´ne´rale et de la physique statistique ;
– obtenir une formulation aussi simple que celle de AL, mais avec une absence ou un minimum
d’approximations ;
– ne pas faire appel a` la notion d’e´tat de re´fe´rence d’e´nergie cine´tique maximale ;
– avoir un champ d’application allant des e´tudes globales aux investigations re´gionales et locales,
avec une prise en compte des flux aux frontie`res des domaines limite´s.
Rien ne garantit a priori le succe`s de cette de´marche, la fonction recherche´e devant eˆtre quadra-
tique en T et l’ensemble des proprie´te´s globales pertinentes de´ja` obtenues avec la formulation de
Lorenz devant eˆtre pre´serve´es. Cependant, il existe bien une telle fonction locale. Elle correspond
a` une des formes du concept d’e´nergie utilisable de´veloppe´e en thermodynamique, mais qui semble
peu connue dans le domaine de la me´te´orologie.
1.2 Historique de l’exergie.
1.2.1 Les balbutiements.
Pour bien comprendre la gene`se de la notion d’e´nergie utilisable, on peut d’abord se tourner
vers Brunhes (1909) qui a clairement de´crit au de´but du sie`cle les premiers temps de l’histoire
de ce concept. L’analyse de cette de´marche thermodynamique nous ame`nera au concept moderne
d’exergie qui synthe´tise les deux ide´es d’e´nergie et d’enthalpie utilisables.
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De`s 1824, Sadit Carnot a re´fle´chi aux implications pratiques et the´oriques de la transformation
de la chaleur en effets utiles. Il est ne´cessaire de bien se replacer dans le contexte scientifique de
cette e´poque. Les quantite´s telles que l’e´nergie, l’entropie ou la tempe´rature absolue n’e´taient pas
encore de´finies. Carnot a appele´ en toute ge´ne´ralite´ ”puissance motrice” le pouvoir d’action qui est
contenu dans tout phe´nome`ne naturel et qui est capable de provoquer en retour des transformations
non spontane´es telles que l’e´le´vation d’une masse d’eau, le passage de chaleur d’un corps froid a`
un corps chaud, ou encore le chargement d’accumulateurs e´lectriques. Carnot a montre´ qu’en ce
qui concerne la chaleur, c’est l’existence et le maintien de diffe´rences de tempe´rature qui cre´e la
puissance motrice (les sources chaudes et froides). W. Thomson (alias Lord Kelvin) utilisera un
peu plus tard les remarques de Carnot pour de´finir avec Joule au milieu du dix-neuvie`me sie`cle la
notion moderne de tempe´rature absolue, ceci en me´ditant l’ide´e de valeur utile de l’e´nergie pour
chaque intervalle de tempe´rature.
Il faut ici insister sur un point : la puissance motrice ne correspond pas a` l’e´nergie du syste`me
mais bien a` son e´nergie utilisable, les deux quantite´s n’e´tant pas du tout synonymes. En effet,
si on refroidit la seule source froide sans changer la source chaude, un syste`me peut voir son
e´nergie de´croˆıtre alors que sa puissance motrice augmente. A l’inverse, un syste`me isole´ e´voluant
librement tend a` e´galiser les he´te´roge´ne´ite´s spatiales et, l’e´nergie restant constante, sa puissance
motrice diminue et tend meˆme vers ze´ro (on ne peut plus obtenir de travail thermique d’un syste`me
homotherme).
C’est Lord Kelvin qui a appele´ ”e´nergie me´canique” ce que nous connaissons depuis Clausius sous
le nom d’e´nergie. Kelvin a parfaitement distingue´ les deux notions d’e´nergie et d’e´nergie utilisable en
de´finissant le concept de ”dissipation de l’e´nergie”. Il en a donne´, semble-t-il, la premie`re e´valuation
nume´rique en fonction de la distribution de la tempe´rature. Soit un corps de capacite´ calorifique
constante C dont la tempe´rature T0 est e´galement constante a` l’exception d’une petite re´gion ou` on
a T = T (x, y, z). Thomson a montre´ que la quantite´ de travail qui peut eˆtre fournie par ce syste`me
s’e´crit :
W = C T0
∫ ∫ ∫
[ (T/T0 − 1) − ln(T/T0) ] dx dy dz ≥ 0 . (3)
Cette expression, obtenue de`s 1853, indique que le travail extractible W est positif, nul si T =
T0 en tout point : la puissance motrice s’annule quand toute he´te´roge´ne´ite´ spatiale a disparu.
On pre´sente en (3) une expression adapte´e qui emploie la notation moderne pour la tempe´rature
absolue T . Partant d’un e´tat quelconque du syste`me, la valeur W donne´e par (3) est le maximum
d’e´nergie que ce syste`me peut fournir au monde exte´rieur. On remarque que W est une fonction
quadratique, le de´veloppement de ln[1+ (T −T0)/T0] a` l’ordre le plus bas en (T −T0)/T0 donnant
W ≈ C
∫∫∫
(T − T0)
2/(2 T0) dx dy dz (Thomson ne mentionne pas cette proprie´te´).
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Dans les anne´es qui suivirent, le terme puissance motrice a progressivement disparu pour laisser
la place a` la de´nomination d’e´nergie utilisable qui semble due a` Maxwell (1871) (available energy).
Tait (1879) et Thomson (1879) ont aussi oublie´ l’appellation originelle de Carnot en proposant le
terme anglais ”motivity”. Entre temps, le concept d’entropie a e´te´ de´gage´ par Clausius en 1865 et
les ide´es de conservation de l’e´nergie et d’augmentation d’entropie forment depuis les bases de la
thermodynamique a` travers les premier et second principes. Paralle`lement a` Clausius, Tait avait
propose´ une autre approche : l’ide´e d’une de´gradation de l’e´nergie qui correspond a` une perte de
qualite´ de l’e´nergie ou a` une baisse de l’e´nergie utilisable. On retrouve, pour employer des termes
plus modernes, la notion d’augmentation naturelle de l’entropie.
La manie`re dont est enseigne´e la thermodynamique repose de nos jours sur les deux concepts
d’e´nergie et d’entropie. Comme souvent dans l’histoire des sciences, on s’aperc¸oit qu’il aurait pu en
eˆtre autrement et, bien que l’ide´e d’e´nergie utilisable ait e´te´ un guide conceptuel pour plusieurs des
thermodynamiciens du dix-neuvie`me sie`cle, seules les versions de´rive´es d’e´nergie libre (F = Ei−TS)
et d’enthalpie libre (G = H − T S) sont ve´ritablement connues a` pre´sent. Les fonctions F et G
ne sont pourtant que la restriction de l’e´nergie utilisable aux syste`mes chimiques isothermes et
isochores pour F , isothermes et isobares pour G. L’e´nergie utilisable traite le cas plus ge´ne´ral des
syste`mes qui posse`dent des he´te´roge´ne´ite´s de tempe´rature, de densite´ ou de pression.
On pourra se reporter aux articles originaux de Thomson (1853), Tait (1879) et de Thomson
(1879) dont les photocopies sont fournies en annexe A.
1.2.2 De la variation d’entropie totale.
Pour mieux comprendre l’imbrication des notions d’e´nergie interne (Ei), d’entropie (S) et
d’e´nergie utilisable (A), choisissons l’approche graphique suivante de Gibbs (1873) qui a e´te´ reprise
par Landau et Lifchitz (1976). Cette approche permet d’obtenir de manie`re ge´ne´rale et pe´dagogique
une expression de A en fonction de l’e´nergie interne, de l’entropie ainsi que des autres variables
d’e´tat. C’est dans l’ouvrage de Maxwell (1871) qu’une telle expression reliant A avec Ei et S est,
semble-t-il, apparue pour la premie`re fois.
Les pre´occupations industrielles a` la fin du dix-neuvie`me et au de´but du vingtie`me sie`cle e´taient
principalement dicte´es par l’ame´lioration de la performance des machines thermiques a` vapeur ou a`
explosion. La pre´sentation qui suit constitue la mode´lisation de l’aspect statique de ces proble`mes
et conduit a` la de´finition de l’e´nergie utilisable (section 1.2.3). L’approche dynamique traitant des
fluides en mouvements sera ensuite aborde´e avec l’introduction naturelle de la fonction enthalpie
utilisable (1.2.4).
Une portion de fluide a` la pression p et a` la tempe´rature T est entoure´e par un thermostat a` la
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Fig. 4 – L’approche de Gibbs.
tempe´rature T0. Cherchons le travail maximal que le syste`me forme´ par le fluide et le thermostat
peut fournir au monde exte´rieur.
On suppose que le syste`me posse`de une e´nergie totale Et et une entropie totale St. On peut
repre´senter, en suivant Gibbs (1873), tout e´tat du syste`me par un point dans le diagramme (Et,
St) de la figure (4). Il y a en particulier une courbe d’e´quilibre telle que (St)e´q. ne de´pend que de
Et. La proprie´te´ fondamentale de l’e´quilibre statistique (impose´ par le thermostat) est l’existence
d’une tempe´rature d’e´quilibre T0 donne´e par
d (St)e´q.
d Et
=
1
T0
.
La tempe´rature T0 e´tant constante par hypothe`se, la courbe d’e´quilibre est une droite.
L’e´nergie utilisable est par de´finition le travail maximal que le syste`me total peut fournir au
monde exte´rieur au cours de transformations naturelles. Partant d’un e´tat de de´se´quilibre note´ D
sur la figure (4), l’e´tat d’e´quilibre de meˆme e´nergie totale est note´ E, alors que l’e´tat d’e´quilibre
obtenu en pre´servant l’entropie totale est note´ M. En partant de D, l’entropie totale ne peut que
croˆıtre (second principe) et les points d’e´quilibre possibles sont entre M et E ou au dela` de E. On
a donc (St)e´q. ≥ (St)D = (St)M et (St)e´q. ≥ (St)M implique (Et)e´q. ≥ (Et)M. L’expression de la
variation maximale d’e´nergie du syste`me est donc :
Wmax = (Et)D − (Et)M , avec
d (St)e´q.
d Et
≡
1
T0
=
∆ (St)
Wmax
.
Finalement, l’e´nergie utilisable a pour expression ge´ne´rale :
A ≡ Wmax = T0 ∆ (St) . (4)
On a obtenu une formulation qui de´montre l’existence d’un lien e´troit entre la valeur de l’e´nergie
utilisable A d’un syste`me et la variation d’entropie totale ∆ (St) de ce meˆme syste`me au cours du
passage vers l’e´tat d’e´quilibre. Ce lien est la tempe´rature T0 du thermostat.
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Fig. 5 – L’e´nergie utilisable.
1.2.3 L’e´nergie utilisable.
Cherchons maintenant l’expression de l’e´nergie utilisable en fonction des variables thermody-
namiques ge´ne´rales. On conside`re une particule fluide de masse unite´ qui est suppose´e eˆtre un gaz
parfait aux conditions (p, T , ρ). On dispose d’un thermostat qui est a` la fois une source infinie de
chaleur a` la tempe´rature T0 et de travail a` la pression p0. La tempe´rature T0 et la pression p0 sont
suppose´es constantes.
Calculons la variation d’entropie totale quand le syste`me particule + thermostat subit les trans-
formations thermodynamiques suivantes (voir la figure 5) :
(i) la particule passe de (p, T , ρ) a` (p0, T1, ρ1) par une adiabatique irre´versible, ceci en subissant
l’influence du thermostat qui joue le roˆle d’une source de travail de pression ;
(ii) la particule passe de (p0, T1, ρ1) a` (p0, T0, ρ0) par une isobare irre´versible, ceci en entrant en
contact avec le thermostat qui joue le roˆle d’une source de chaleur et qui impose la pression p0.
En utilisant le re´sultat (4), l’e´nergie utilisable de la particule fluide vaut a = T0 ∆ (St) et, tous
calculs faits, on trouve l’expression
a = ∆ ( ei + p0 ν − T0 s) = ei − (ei)0 + p0 (ν − ν0) − T0 (s− s0) , (5)
ou` ei et s sont les valeurs spe´cifiques de l’e´nergie interne et de l’entropie de la particule fluide,
ν = 1/ρ e´tant son volume spe´cifique.
Ce re´sultat est obtenu a` l’aide de conside´rations classiques de thermodynamique ou` l’indice ”TH”
indique le thermostat et l’indice ” P ” indique la particule fluide.
– Au cours de la transformation (i), (∆S)TH = 0 pour le thermostat (il n’e´change pas de chaleur),
alors que (∆S)P = cp ln(T1/T )−R ln(p0/p) pour le fluide. C’est la variation de l’entropie pour un
gaz parfait.
– Pour la transformation (ii), (∆S)TH = cp (T1 − T0)/T0 alors que (∆S)P = cp ln(T0/T1). En effet,
le thermostat rec¸oit la quantite´ de chaleur cp (T1 − T0) en restant a` la tempe´rature T0, la variation
d’entropie du gaz parfait se faisant a` la pression constante p0.
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– Au cours de (i) la tempe´rature T1 est de´termine´e par les e´galite´s (∆ei)P = cv (T1−T ) = (W )P =
−p0 (ν1−ν) et les trois relations d’e´tat p = ρRT , p0 = ρ1RT1 et p0 = ρ0RT0. On obtient finalement
l’expression
∆ ( St ) = cv [ (T/T0 − 1)− ln(T/T0) ] + R [ (ρ0/ρ− 1)− ln(ρ0/ρ) ] (6)
qui conduit a` (5) si on revient aux de´finitions de ei− (ei)0 = cv (T −T0) et de s−s0 = cp ln(T/T0)−
R ln(p/p0)
D’apre`s (5) l’e´nergie utilisable est la variation de la grandeur ei+p0 ν−T0 s au cours du passage
vers l’e´tat d’e´quilibre (Landau et Lifchitz (1976)). Pour le cas plus particulier ou` les pressions p et
p0 sont e´gales, on obtient
a = ∆ ( ei − T0 s ) = ei − (ei)0 − T0 (s− s0) . (7)
Cette dernie`re relation fait l’objet d’un chapitre entier du livre de Maxwell (1871). C’est sous cette
forme que la majorite´ des traite´s de thermodynamique ulte´rieurs mentionnent le concept d’e´nergie
utilisable.
On retrouve avec le premier terme de (6) la de´pendance en T de´crite dans l’expression (3), obtenue
par Thomson en 1853. Les deux termes de (6) sont positifs et de type quadratique. Ceci provient
des proprie´te´s de la fonction F qui est de´finie par :
F(X) = X − ln(1 +X) ≥ 0 ; F(X) = X2/2 + o(X2). (8)
Les valeurs de X dans (6) sont XT = (T − T0)/T0 et Xρ = (ρ0 − ρ)/ρ. On obtient ∆ ( St ) =
cv F(XT ) + R F(Xρ).
1.2.4 L’enthalpie utilisable. Premie`re approche.
Les cours de thermodynamique nous enseignent que, pour les fluides en mouvement, la notion
d’enthalpie est souvent plus pertinente que celle d’e´nergie. Il en va de meˆme pour la notion d’en-
thalpie utilisable qui se substitue a` l’e´nergie utilisable si on de´sire e´tudier les machines thermiques
qui sont traverse´es par des fluides en re´gime permanent ou pe´riodique.
Illustrons cette affirmation par un exemple inspire´ du livre de Martinot-Lagarde (1971). Un
fluide en re´gime quasi-permanent et pe´riodique traverse une turbine (voir la figure 6). La pe´riode
correspond ici au de´placement d’un des e´le´ments du rotor. Le fluide entre par la section gauche et
balaye pendant la dure´e dt le volume [1]. A la sortie, il balaye pendant le meˆme temps le volume
[2]. A chaque instant et en chaque point, le fluide e´change de la chaleur avec les parois de la turbine
qui sont par hypothe`se maintenues a` la tempe´rature T0. Le fluide cre´e e´galement un travail sur les
aubes du rotor, ce travail est ensuite transmis a` l’arbre en rotation.
20
Fig. 6 – L’enthalpie utilisable d’une turbine.
La question est la suivante : les conditions thermodynamiques du fluide et de la turbine e´tant
connues, quel est le travail maximal Wmax re´cupe´rable sur l’arbre du rotor ?
Il est possible de re´pondre a` cette question. La re´ponse fournit de surcroˆıt une formulation
analytique pourWmax en fonction des variations entre l’entre´e et la sortie de la turbine de l’enthalpie,
de l’entropie et de l’e´nergie cine´tique du fluide.
Pendant la dure´e ∆t , une masse dm traverse la turbine et va de la section d’entre´e a` la section de
sortie. On ne´glige l’influence de l’e´nergie potentielle de pesanteur qui doit eˆtre prise en compte pour
les fortes de´nivellations e´ventuelles entre les niveaux d’admission et d’e´chappement. Le premier
principe applique´ a` cette masse de fluide au cours de son trajet donne alors classiquement :
dm [ (H + Ec)2 − (H + Ec)1 ] =
∑
(δQf) +
∑
(δWf) = −
∑
(δQe) −
∑
(δWe) .
Il apparaˆıt au premier membre la variation de l’enthalpie H et de l’e´nergie cine´tique Ec. On trouve
au deuxie`me membre la sommation des e´nergies rec¸ues sous forme de chaleur (δQf) et du travail rec¸u
(δWf ) localement par le fluide au cours de son de´placement entre l’entre´e et la sortie. Inversement,
la turbine et le rotor rec¸oivent l’e´nergie sous forme de chaleur δQe = −δQf en provenance du fluide,
alors que le travail δWe = − δWf est rec¸u par l’arbre du rotor.
Le travail maximal re´cupe´rable sur l’arbre est la maximum de
∑
(δWe)/dm. La relation issue du
premier principe montre que si (H + Ec)2 et (H + Ec)1 sont connus, il reste a` calculer
∑
(δQe).
Appliquons alors le deuxie`me principe afin de pouvoir e´liminer
∑
(δQe) entre les deux relations.
Pour la masse dm de fluide et pendant la dure´e ∆t on a :
dm ( S2 − S1 ) = −
∑
(δQe/T ) +
∑
(δWi/T ) ≥ 0 .
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Lors du de´placement du fluide, l’e´change δQf = − δQe avec la turbine se produit a` la tempe´rature
T pour le fluide, les parois de la turbine restant a` la tempe´rature T0. On a e´crit une e´galite´ ou` les
irre´versibilite´s se traduisent par le terme
∑
(δWi/T ) ≥ 0 ou` δWi est le travail non-compense´.
On e´crit alors l’e´galite´ mathe´matique suivante :
−
∑
(δQe/T ) +
∑
(δWi/T ) = − (
∑
δQe)/T0 + dm Π /T0 ,
avec : dm Π =
∑
[ (1− T0/T ) δQe ] + T0
∑
(δWi/T ) .
Or δWi ≥ 0 et (T −T0) δQe ≥ 0. Cette dernie`re ine´galite´ est ve´rifie´e pour les e´changes spontane´s de
chaleurs : δQe est positif si T > T0, δQe est ne´gatif si T < T0. Ceci signifie que la turbine rec¸oit de
la chaleur si elle est plus froide que le fluide, et inversement. On a donc par sommation : Π ≥ 0. Les
premier et second principes peuvent alors eˆtre combine´s pour donner par e´limination de
∑
(δQe) :∑
(δWe )/dm = − (H + Ec)2 + (H + Ec)1 + T0 (S2 − S1) − Π.
Comme Π est positif, on obtient le re´sultat annonce´ :
Wmax = − [ (H − T0 S )2 − (H − T0 S )1 ] − [ (Ec)2 − (Ec)1 ] . (9)
Ainsi, le travail maximal re´cupe´rable sur l’arbre ne de´pend que de la variation entre l’entre´e et la
sortie de la somme de l’e´nergie cine´tique et de la fonction enthalpie utilisable qui s’e´crit H − T0 S.
Un tel re´sultat n’est pas ge´ne´ral. Il faut d’une part que le mouvement du fluide soit quasi-station-
naire ou pe´riodique. Sinon, les expressions des travaux d’admission et de refoulement du fluide
qui permettent de passer de l’e´nergie a` l’enthalpie dans le premier principe ne pourraient pas eˆtre
employe´es. D’autre part, il faut que Π soit positif, ce qui impose l’existence d’une paroi maintenue
a` tempe´rature constante (T0 ici). Il n’est en particulier pas possible d’obtenir une expression pour
Wmax a` partir des seuls premier et deuxie`me principes sans autre hypothe`se.
Cette pre´sentation est simple et pratique au sens ou` on re´pond a` la question que tout inge´nieur
peut se poser : comment optimiser le rendement d’une turbine. Le re´sultat montre que la fonction
H − T0 S est plus riche en informations que les termes H , T0 et S pris se´pare´ment.
1.2.5 L’enthalpie utilisable. Deuxie`me approche.
Il est aussi possible de retrouver la formulation (9) avec la me´thode plus the´orique de Gibbs
expose´e a` la section 1.2.2.
Montrons en effet que pour un thermostat a` la tempe´rature Tr l’expression de l’enthalpie utilisable
ah peut eˆtre obtenue a` partir d’une variation d’entropie totale qui donne, d’apre`s (4) : ah = Wmax =
Tr ∆ (St) .
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Fig. 7 – L’enthalpie utilisable.
Le syste`me est constitue´ d’une particule fluide de masse unite´ et d’un thermostat a` la tempe´rature
Tr. Le fluide est un gaz parfait aux conditions initiales (p, T , ρ). Contrairement a` la section (1.2.3), le
thermostat n’est pas une source de travail. Tout travail de pression s’effectuera ici par l’interme´diaire
d’ope´rateurs exte´rieurs ade´quats qui, par hypothe`se, n’interviennent pas dans le de´compte de la
variation d’entropie.
Calculons la variation d’entropie totale quand le syste`me particule fluide + thermostat subit les
transformations thermodynamiques suivantes (voir la figure 7) :
(i) la particule passe de (p, T , ρ) a` (p, Tr, ρ2) par une transformation isobare irre´versible, ceci
en entrant en contact avec le thermostat qui joue le roˆle d’une source de chaleur (la pression est
maintenue constante a` la valeur p par l’ope´rateur) ;
(ii) la particule passe de (p, Tr, ρ2) a` (pr, Tr, ρr) par une transformation isotherme irre´versible,
l’ope´rateur amenant la pression a` la valeur pr, la particule pouvant rester en contact avec le ther-
mostat mais sans avoir a` e´changer de chaleur avec celui-ci.
Tous calculs faits, on trouve l’expression
ah = ∆ ( h− Tr s) = h− hr − Tr (s− sr)
= cp Tr [ (T/Tr − 1)− ln(T/Tr) ] + R Tr ln(p/pr) . (10)
ou` h et s sont les valeurs spe´cifiques de l’enthalpie et de l’entropie de la particule fluide. On a utilise´
les de´finitions h− hr = cp (T − Tr) et s− sr = cp ln(T/Tr)− R ln(p/pr).
Ce re´sultat (10) est obtenu a` l’aide de conside´rations classiques de thermodynamique ou`, comme
a` la section (1.2.3), l’indice ”TH ” indique le thermostat et l’indice ”P ” indique la particule fluide.
– Au cours de la transformation isobare (i), (∆S)TH = cp (T −Tr)/Tr pour le thermostat, alors que
la variation de l’entropie pour un gaz parfait donne : (∆S)P = cp ln(Tr/T ).
– Pour la transformation isotherme (ii), (∆S)TH = 0 et (∆S)P = −R ln(pr/p).
D’apre`s (10) l’enthalpie utilisable est la variation de la grandeur h − Tr s au cours de la trans-
formation de mise a` l’e´quilibre. C’est sous cette forme que plusieurs ouvrages de thermodynamique
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mentionnent le concept d’enthalpie utilisable. Le travail maximal re´cupe´rable est donne´ par ah. On
retrouve ainsi le re´sultat de la section pre´ce´dente concernant l’optimisation du rendement d’une
turbine.
Dans (10) le terme (T/Tr−1)− ln(T/Tr) traduit, comme pour l’e´nergie utilisable, la de´pendance
quadratique en T de Thomson a` travers la fonction F(X) = X− ln(1+X). Par rapport a` l’e´nergie
utilisable, le deuxie`me terme R Tr ln(p/pr) ne de´pend plus de la densite´ ρ mais de la pression p.
Ce deuxie`me terme n’est pas quadratique en p et il peut prendre au contraire des valeurs positives
ou ne´gatives suivant que p > pr ou que p < pr .
1.2.6 L’exergie.
Cette bre`ve approche historique montre que les concepts d’e´nergie et d’enthalpie utilisables
sont anciens. Ils ont e´te´ de´couverts par les fondateurs de la thermodynamique au dix-neuvie`me
sie`cle : Carnot, Kelvin, Tait, Maxwell, Gibbs. Les pre´sentations et les applications diffe`rent beaucoup
suivant les auteurs.
Mais ces notions ont e´te´ rede´couvertes inde´pendamment par d’autres thermodynamiciens comme
Gouy (1889) et Stodola (1898). En partant de toutes ces contributions, les notions d’e´nergie et
d’enthalpie utilisables ont e´te´ de mieux en mieux e´tudie´es. On peut citer les travaux de Jouguet
(1907), Darrieus (1931), Keenan (1932, 1951) et de Marchal (1956).
C’est Rant (1956) qui a propose´ le nom ”exergie”, du grec ex (tire´) et erg (travail). On pourra se
reporter a` l’annexe B ou` une traduction de l’article de Rant est pre´sente´e. L’exergie d’un syste`me
est ainsi le travail que l’on peut retire´ d’un syste`me donne´. Cela correspond bien en essence aux
de´finitions donne´es par Thomson en (1.2.1) ou par Gibbs en (1.2.2), ou encore lors de l’e´tude de la
turbine en (1.2.4).
Il est ne´cessaire d’insister sur la diffe´rence entre l’e´nergie utilisable qui est associe´e a` la fonction
ei − T0 s et l’e´nergie libre qui est repre´sente´e par ei − T s. Les grandeurs ei et s de´pendent de la
grandeur T et non de T0 6= T . De meˆme, l’enthalpie utilisable et l’enthalpie libre diffe`rent comme
h − Tr s et h− T s , c’est a` dire par la tempe´rature exte´rieure constante Tr du thermostat et la
tempe´rature inte´rieure T du fluide qui est variable.
Il suffit de reprendre l’exemple de la turbine pour comprendre que la fonction h− T s ne saurait
servir au calcul pratique du travail maximal extractible. L’enthalpie libre n’intervient que pour les
syste`mes isothermes et isobares ou` plus aucun travail de nature thermique ou me´canique ne peut
eˆtre produit. Pour ces syste`mes, seule l’e´nergie chimique peut encore eˆtre utilise´e et la quantite´
µ ≡ h − T s est aussi appele´e le potentiel chimique. C’est la pre´sence de gradients de potentiel
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−→
∇ (µ) qui, pour les milieux actifs, produisent les re´actions chimiques qui peuvent eˆtre utilise´es pour
fournir un certain travail.
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2 L’ENTHALPIE UTILISABLE SECHE DE L’ATMOSPHERE.
2.1 La de´finition de ah.
Dans cette partie l’atmosphe`re est constitue´e d’un gaz parfait et sec compose´ d’azote, d’oxyge`-
ne, d’argon et de dioxyde de carbone dans des proportions immuables (fractions molaires respectives
de 78.09%, 20.95%, 0.93% et 0.03%). On examinera ulte´rieurement le cas plus complexe et plus
re´aliste d’une atmosphe`re humide ou` la vapeur d’eau pourra se pre´senter sous ses trois formes :
vapeur, liquide et solide.
L’approximation du gaz sec consiste a` de´velopper les e´quations sans tenir compte explicitement de
l’eau atmosphe´rique. L’impact thermodynamique du cycle de l’eau (changements d’e´tat, interactions
avec le rayonnement) est entie`rement re´sume´ dans un terme source/puits dans l’e´quation de la
tempe´rature qui est note´ ( q˙).
La composition chimique e´tant invariable, les variables thermodynamiques sont la pression p, la
tempe´rature T et la densite´ ρ. L’e´quation d’e´tat qui relie ces trois quantite´s est p = ρ R T (voir
l’annexe D pour la liste des symboles).
Les valeurs locales spe´cifiques (ou massiques) des fonctions e´nergie interne ei, enthalpie h et
entropie s correspondent aux grandeurs extensives ρ ei, ρ h et ρ s qui prennent un sens physique
en tout point de l’atmosphe`re. Les grandeurs massiques ei, h et s sont de´finies de manie`re relative,
par re´fe´rence aux grandeurs (ei)r, hr et sr qui sont associe´es a` la tempe´rature Tr et a` la pression
pr. Pour une unite´ de masse du fluide et dans la gamme des tempe´ratures et des pressions observe´es
dans l’atmosphe`re, on a :
ei = (ei)r + cv (T − Tr) , (11)
h = hr + cp (T − Tr) , (12)
s = sr + cp ln(θ/θr) = sr + cp ln(T/Tr) − R ln(p/pr) , (13)
avec θ = T (p00/p)
R/cp et θr = Tr (p00/pr)
R/cp . (14)
On suppose l’existence d’une tempe´rature constante Tr et d’une pression constante pr. Les
valeurs nume´riques de ces deux quantite´s seront de´finies ulte´rieurement mais on peut prendre en
premie`re approximation Tr ≈ 250K et pr ≈ 370hPa. On de´finit l’enthalpie utilisable spe´cifique
ah en utilisant la formulation locale (10) de la section (1.2.5) avec les proprie´te´s (11) a` (14) :
ah ≡ h− hr − Tr (s− sr) = ( h− Tr s) − ( hr − Tr sr) , (15)
ah = cp Tr [ (T/Tr − 1)− ln(T/Tr) ] + R Tr ln(p/pr) , (16)
ah = cp Tr F(T/Tr − 1) + R Tr ln(p/pr) , (17)
ou` F(X) ≡ X − ln(1 +X) =
∫ X
0
y
1 + y
dy = X2/2 + o(X2) . (18)
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La forme (15) indique que ah est inde´pendante des valeurs absolues arbitraires de hr et de sr
puisque seules les diffe´rences h−hr et s−sr interviennent. Ces diffe´rences sont calculables d’apre`s
(12) et (13). On voit plus pre´cise´ment avec la forme (16) que la connaissance de T , Tr, p et pr
suffit pour de´terminer sans ambigu¨ıte´ la valeur nume´rique de ah en tout point.
La forme (17) montre que l’enthalpie utilisable se de´compose en la somme d’une fonction de T
et d’une fonction de p :
ah(T, p) = aT (T ) + ap(p) , (19)
avec aT = cp Tr [ (T/Tr − 1)− ln(T/Tr) ] = cp Tr F(T/Tr − 1) , (20)
et ap = R Tr ln(p/pr) . (21)
La proprie´te´ (18) concernant la fonction F donne a` aT (T ) un caracte`re quadratique et positif en
XT = T/Tr − 1 = (T − Tr)/Tr.
2.2 Les e´quations hydrostatiques.
L’introduction de l’enthalpie utilisable ah re´alise´e a` la section pre´ce´dente est purement formelle
et mathe´matique. Elle ne repose pas vraiment sur une motivation physique telle que la recherche
du travail maximal qui est le guide des diffe´rentes approches thermodynamiques expose´es dans les
parties (1.1) et (1.2).
La pertinence me´te´orologique de la fonction locale ah repose dans cette the`se sur l’ensemble des
proprie´te´s qui sont ve´rifie´es par cette fonction. C’est dans le cadre de l’approximation hydrostatique
des e´quations du fluide atmosphe´rique que ces proprie´te´s sont les plus nombreuses. On mentionne
en annexe A l’utilisation des fonctions enthalpie et e´nergie utilisables pour le cas des e´quations
non-hydrostatiques.
Les e´quations d’e´volution du gaz parfait et sec sont exprime´es dans le re´fe´rentiel en rotation lie´ a` la
terre. Le vecteur rotation est ~Ω, de module Ω. Ces e´quations utilisent la notion de de´rive´e particulaire
ou mate´rielle d/dt ≡ ∂/∂t +~u .
−→
∇ ou` le vecteur vitesse tridimensionnel ~u = ~uh + w~k est la somme
du vecteur horizontal ~uh et du vecteur vitesse verticale w~k . En absence d’hypothe`se hydrostatique
mais en utilisant l’approximation de la pellicule mince, les e´quations de base s’e´crivent :
d ~u
d t
= −
1
ρ
−→
∇ (p) − f ~k × ~u + ~g + ~F , (22)
cp
d T
d t
=
1
ρ
d p
d t
+ q˙ , (23)
0 =
d ρ
d t
+ ρ div (~u ) =
∂ ρ
∂ t
+ div (ρ ~u ) . (24)
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L’e´quation (22) de´termine l’e´volution de la vitesse et traduit la loi de Newton. L’e´quation (23) cor-
respond au premier principe de la thermodynamique. L’e´quation (24) est l’expression de la conser-
vation de la masse au cours du de´placement de la particule fluide. C’est l’e´quation de continuite´.
Le terme ~F regroupe les termes de frottements visqueux ou provoque´s par le contact avec la sur-
face. Le terme q˙ correspond aux sources et puits de chauffage par radiation, conduction, dissipation
mole´culaire et relaˆchement ou absorption de chaleur latente (la parame´trisation des changements
d’e´tat de l’eau atmosphe´rique). Le terme d’acce´le´ration centrifuge est utilise´ implicitement pour
de´finir le geo¨ıde qui intervient ici a` travers la verticale ~k. Le vecteur ~g = − g ~k est la gravite´ locale
qui est orthogonale au ge´o¨ıde. A coˆte´ de l’acce´le´ration relative d/dt(~u), l’acce´le´ration de Coriolis
s’e´crit − f ~k × ~u ou` f = 2 Ω sin(ϕ) est le facteur de Coriolis qui de´pend de la latitude ϕ.
L’approximation hydrostatique consiste a` imposer la contrainte locale dp ≡ − ρ g dz sur la
verticale. En utilisant l’e´quation d’e´tat, le ge´opotentiel Φ = g z ve´rifie :
∂ Φ
∂ p
≡ −
1
ρ
= −
R T
p
. (25)
Des modifications importantes doivent alors eˆtre apporte´es aux e´quations (22) a` (24) pour qu’elles
soient cohe´rentes avec cette hypothe`se hydrostatique.
– On conside`re l’e´quation de la seule composante horizontale ~uh du vent, la composante verticale
w n’e´tant plus de´termine´e de manie`re pronostique.
– On utilise la formulation de la coordonne´e verticale pression de Kasahara (1974). La vitesse
verticale qui remplace w = dz/dt est classiquement note´e ω = dp/dt. La de´rive´e lagrangienne
(mate´rielle) devient
d/dt ≡ (∂/∂t)p + ~uh .
−→
∇p + ω ∂/∂p = ∂/∂t + ~uh .
−→
∇p + ω ∂/∂p . (26)
On gardera en effet la notation ∂/∂t pour le cas hydrostatique, en n’oubliant pas que ces tendances
euleriennes sont calcule´es a` x, y et p constants. Le gradient horizontal
−→
∇p est, lui aussi, calcule´
a` pression constante.
L’ensemble des e´quations hydrostatiques qui remplacent (22) a` (24) est forme´ par l’e´quation (25)
et par le syste`me :
d ~uh
d t
= −
−→
∇p (Φ) − f ~k × ~uh + ~Fh , (27)
cp
d T
d t
=
R
p
ω T + q˙ , (28)
0 = divp (~uh ) +
∂ ω
∂ p
. (29)
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Le plus grand changement provient de l’e´quation de continuite´ (29) qui n’est plus pronostique et qui
devient une relation diagnostique entre ~uh et ω. L’e´quation de la tempe´rature (28) est pratiquement
inchange´e, on a juste utilise´ les de´finitions ω = dp/dt et p = ρ R T , sans oublier la modification
implicite (26) de la de´rive´e mate´rielle. L’e´quation du mouvement est la projection de (22) sur le
plan horizontal ( ~u → ~uh ; ~F → ~Fh ; ~g → 0 ), le terme de gradient de pression se transformant,
tous calculs faits, en un vecteur horizontal −
−→
∇p (Φ).
La ve´ritable e´nergie cine´tique est ec = ~u.~u/2 et celle du vent horizontal est note´e ek = ~uh .~uh/2.
L’e´quation de ec est obtenue par une multiplication scalaire de (22) par ~u. De meˆme, l’e´quation
hydrostatique de ek est obtenue par une multiplication scalaire de (27) par ~uh. On obtient :
d ek
d t
= − ~uh .
−→
∇p (Φ) + ~uh . ~Fh . (30)
Mais on peut aussi exprimer (30) a` l’aide de la divergence du flux de ge´opotentiel qui s’e´crit, en
utilisant (25) et (29) :
B(Φ) ≡ divp (Φ ~uh ) +
∂
∂ p
(Φ ω) = + ~uh .
−→
∇p (Φ) −
R
p
ω T . (31)
On obtient en utilisant (31) une forme synonyme de (30) :
d ek
d t
= −B(Φ) −
R
p
ω T + ~uh . ~Fh . (32)
On remarque que le terme − R ω T / p apparaˆıt avec des signes contraires dans (32) et (28). Ce
terme sera interpre´te´ comme un terme de conversion hydrostatique entre l’e´nergie cine´tique du vent
horizontal et l’enthalpie.
On notera au passage que l’e´quation pour l’entropie (13) se de´duit de (28) pour donner
T
d s
d t
= cp
d T
d t
−
R
p
ω T = q˙ , (33)
ou` q˙ apparaˆıt clairement comme un taux de chauffage massique de la particule fluide au cours de
son de´placement.
2.3 Les e´quations de l’enthalpie utilisable massique d’ordre 0.
Dans le cadre hydrostatique, l’e´quation d’e´volution de ah est obtenue en calculant la de´rive´e
mate´rielle de (16) et en utilisant la relation ω = dp/dt ainsi que l’expression (28). On trouve :
d ah
d t
= cp
(
1−
Tr
T
)
d T
d t
+
R
p
ω Tr =
R
p
ω T +
(
1−
Tr
T
)
q˙ . (34)
Par rapport au premier principe (28), le terme de conversion avec ek est inchange´. Les termes de
chauffage qui sont regroupe´s dans q˙ sont cette fois module´s par le facteur 1−Tr/T appele´ facteur
de Carnot.
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On peut de`s a` pre´sent de´finir un cycle e´nerge´tique hydrostatique qui met en jeu les deux termes
ah et ek , de manie`re analogue au cycle enthalpique local qui est construit a` partir de h et ek :
d(h)/dt = − C(h, ek) + gh ,
d(ek)/dt = + C(h, ek) − B(Φ) − dh .
(35)
On a utilise´ (28) avec la relation dh/dt = cp dT/dt ainsi que (32) et (31). Les notations de (35)
correspondent a`
C(h, ek) = −
R
p
ω T , (36)
dh = − ~uh . ~Fh , (37)
gh = q˙ . (38)
C(h, ek) est le terme de conversion entre h et ek . La dissipation de l’e´nergie cine´tique du vent
horizontal dh doit eˆtre positive alors que le terme de chauffage de l’e´quation de l’enthalpie est note´
gh.
Le cycle local de l’enthalpie utilisable est de´fini a` partir de (34) :
d(ah)/dt = − C(h, ek) + ga ,
d(ek)/dt = + C(h, ek) − B(Φ) − dh .
(39)
La seule diffe´rence entre (39) et (35) est le terme de chauffage de l’e´quation de l’enthalpie utilisable
ga =
(
1−
Tr
T
)
q˙ = ηT q˙ (40)
qui contient le facteur de Carnot ηT = 1− Tr/T qui est de´fini localement.
La se´paration (19) de ah en la somme aT + ap laisse penser qu’un autre cycle, plus pre´cis, peut
eˆtre construit a` l’aide des trois composantes ap, aT et ek. On trouve
d(ap)/dt = − C(ap, aT ) ,
d(aT )/dt = − C(h, ek) + C(ap, aT ) + ga ,
d(ek)/dt = + C(h, ek) − B(Φ) − dh ,
(41)
ou` le terme de conversion entre ap et aT est
C(ap, aT ) = −
R
p
ω Tr . (42)
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Ces deux cycles (39) et (41) sont semblables au cycle enthalpique classique (35). Il e´tait important
de se rapprocher des re´sultats de´ja` connus pour interpre´ter les diffe´rents termes de (39) et de (41)
en tant que conversions, divergences de flux et sources/puits. Comme on le verra plus loin, cette
classification est toujours un peu arbitraire en dehors de tout contexte physique connu.
La seule modification gh → ga est minime mathe´matiquement mais tre`s importante physiquement.
Sur elle repose une des proprie´te´s fondamentales de la the´orie globale de Lorenz qui est obtenue
ici a` partir d’une de´finition ve´ritablement locale pour chacun des termes. La diffe´rence essentielle
entre h et ah correspond en fait a` la diffe´rence entre l’e´nergie et la puissance motrice telle que
de´crite en (1.2.1) par Carnot et Thomson.
Il y a ge´ne´ration d’enthalpie de`s que gh = q˙ est positif. Ceci n’est plus vrai pour ah et il faut qu’il
y ait en moyenne re´chauffement des zones chaudes et/ou refroidissement des zones froides pour que
l’enthalpie utilisable augmente. Ceci provient de la forme de l’expression ga = ηT q˙ = (T −Tr) q˙ /T .
Le terme ga est positif si (T − Tr) > 0 et q˙ > 0 , ou encore si (T − Tr) < 0 et q˙ < 0. L’enthalpie
peut donc rester constante ( q˙ = 0 en moyenne sur un domaine) alors que ah peut dans le meˆme
temps augmenter ou diminuer suivant le signe de la corre´lation de ηT et de q˙. De meˆme, un
chauffage q˙ positif et uniforme ne provoque pas force´ment une augmentation de ah , tout de´pend
de la distribution de (T − Tr)/T .
Les deux cycles (39) et (41) posse`dent un sens local en tout point de l’atmosphe`re. Ils de´finissent
les transformations de l’e´nergie qui accompagnent le de´placement de chaque particule fluide. Ce sont
les cycles les plus simples qui seront dits d’ordre 0. Cette de´nomination sera utilise´e pour diffe´rencier
les prochains cycles d’ordre 1 et 2 qui correspondront a` l’utilisation de termes de perturbation par
rapport a` des moyennes de plus en plus fines (d’abord isobares, puis isobares et zonales).
2.4 Le cycle hydrostatique et isobare d’exergie d’ordre 1.
2.4.1 Les composantes e´nerge´tiques d’ordre 1.
Le ve´ritable succe`s du cycle de Lorenz provient de la de´finition des conversions barotropes et
baroclines qui est obtenue graˆce a` une se´paration des composantes e´nerge´tiques en parties zonales
moyennes et en perturbations, le cycle de Lorenz est un cycle d’ordre 2. Avant de construire le cycle
analogue d’ordre 2 qui est ge´ne´re´ par la fonction enthalpie utilisable, commenc¸ons par transformer
dans cette section aT a` l’aide d’une se´paration en moyennes isobares et en e´carts par rapport a`
celles-ci. Le cycle obtenu sera d’ordre 1.
Comme indique´ en (1.1.3), on de´compose toute grandeur ξ en ξ = ξ + ξ′ ou` ξ est la moyenne
isobare et ou` ξ′ est l’e´cart local a` cette moyenne. On a au pre´alable de´limite´ un domaine cylindrique
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selon la verticale qui s’appuie sur une surface infe´rieure forme´e par un e´le´ment de la surface terrestre.
La moyenne isobare de ξ sur une couche e´le´mentaire S de ce domaine est
ξ(p) =
1
Σ
∫ ∫
S
ξ(λ, ϕ, p) cos(ϕ) dλ dϕ , (43)
ou` Σ =
∫∫
S cos(ϕ) dλ dϕ mesure la valeur de la projection horizontale de S.
Reportons la se´paration T = T +T ′ dans la de´finition (20) de aT . On peut pre´senter mathe´mati-
quement le re´sultat sous la forme de trois termes aS, aB et ac(SB) :
aT = aS + aB + ac(SB) , (44)
aS = cp Tr
[
(T/Tr − 1)− ln(T/Tr)
]
= cp Tr F
(
T − Tr
Tr
)
, (45)
aB = cp Tr
[
(T/T − 1)− ln(T/T )
]
= cp Tr F
(
T ′
T
)
, (46)
ac(SB) = cp Tr
(
T
Tr
− 1
)(
T
T
− 1
)
= cp
(
1 −
Tr
T
)
T ′ , (47)
avec aS = cp Tr F(XS) , aB = cp Tr F(XB) , ac(SB) = cp Tr XS XB , (48)
ou` XS =
T
Tr
− 1 =
T − Tr
Tr
et XB =
T
T
− 1 =
T ′
T
. (49)
Il faut insister ici sur le fait que, d’un point de vue physique, ces composantes e´nerge´tiques aS,
aB et ac(SB) n’ont pas de ve´ritable sens local. Il ne faut voir en ces de´finitions que de simples
inte´grandes utilise´es dans des fonctions qui utilisent des moyennes isobares. Il est, par exemple,
possible d’e´tudier les proprie´te´s de aB ou encore de B[ac(SB)]. Mais il n’y a pas lieu d’e´tudier la
signification physique de la distribution spatiale de quantite´s telles que ac(SB) = cp Tr XS XB ou
meˆme aS.
La composante aB de´pend d’apre`s (46) des variations de la tempe´rature sur la surface isobare.
C’est la composante dite barocline de ah. La composante aS de´pend d’apre`s (45) des variations du
profil vertical de T (p) par rapport a` la valeur de re´fe´rence Tr. C’est la composante dite de stabilite´
statique qui s’annule si T = Tr. Les de´nominations de barocline et de stabilite´ statique proviennent
de l’e´tude de Pearce (1978) qui sera commente´e ulte´rieurement. La composante comple´mentaire
(47) s’annule en moyenne isobare ( ac(SB) = 0 car T ′ ≡ 0 et cp Tr (1−Tr/T ) est constant). Mais il
est important de remarquer que B[ac(SB)] n’est pas identiquement nul, ce terme sera pre´sent dans
le prochain cycle e´nerge´tique en moyenne isobare.
Le cycle e´nerge´tique recherche´ doit re´sulter d’un e´quilibre entre les termes issus de l’enthalpie
utilisable et ceux provenant de l’e´nergie cine´tique. De manie`re cohe´rente avec la se´paration T =
T+T ′ qui conduit a` (44), e´tudions les se´parations suivantes des composantes zonale u et me´ridienne
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v du vent horizontal u = u + u′ et v = v + v′. On obtient les contributions locales de l’e´nergie
cine´tique qui seront note´es kS, kB et kc(SB) par syme´trie avec l’e´tude pre´ce´dente de aT :
ek =
1
2
(
u2 + v2
)
= kS + kB + kc(SB) , (50)
kS =
1
2
[
(u)2 + (v)2
]
, (51)
kB =
1
2
[
(u′)2 + (v′)2
]
, (52)
kc(SB) = u
′ u + v′ v . (53)
La se´paration (44) est ge´ne´rale au sens ou` elle correspond a` une proprie´te´ mathe´matique de la
fonction F(X) = X − ln(1 +X) : ∀X1 > −1, ∀X2 > −1 et si X1 +X2 +X1 X2 > −1, on a
F(X1 +X2 +X1 X2) = F(X1) + F(X2) + X1 X2 .
De meˆme, la se´paration (50) provient du caracte`re quadratique de l’e´nergie cine´tique : ∀ x1, ∀ x2,
(x1 + x2)
2 = (x1)
2 + (x2)
2 + 2 x1 x2.
La de´composition (44) est assez naturelle. On la retrouve, au moins dans son esprit, dans d’autres
e´tudes e´nerge´tiques telles que la the´orie de la turbulence ou les the´ories de l’e´nergie utilisable.
Il suffit de se rappeler que F(X) ≈ X2/2 et les expressions de (45) et de (46) deviennent :
aS ≈ cp (T − Tr)
2
/(2 Tr) et aB ≈ cp Tr (T ′)
2/[2 (T )
2
]. La de´composition (50) de l’e´nergie cine´tique
est moins fre´quente, sinon en the´orie de la turbulence. On ne la trouve pratiquement jamais dans
les the´ories me´te´orologiques de l’e´nergie utilisable. Une des raisons est que la composante aS
n’intervient que dans l’e´tude de Pearce (1978) et, en son absence, il n’y a pas lieu d’employer la
se´paration (50). Pour justifier plus clairement celle-ci, e´tudions le cycle d’ordre 1 obtenu a` partir
des quatre composantes (aS, aB, kS, kB).
2.4.2 Le cycle e´nerge´tique d’ordre 1.
Ce cycle traite des e´changes d’e´nergie au sein d’une couche isobare d’e´paisseur e´le´mentaire
d’un domaine limite´. On va chercher, pour chacune des quatre composantes repre´sente´es par e, des
e´quations de bilan sous la forme
∂t(e) = ∂t(e) = − B(e) +
∑
i
Ci + ( g ou d ) , (54)
avec ∂t(e) + B(e) =
de
dt
. (55)
On a note´ Ci les termes de conversions isobares, g ou d e´tant les moyennes isobares des
sources/puits ou des termes de dissipation. D’autres termes seront pre´sents comme des flux ou des
conversions en provenance des formes d’e´nergie autres que aS, aB, kS ou kB (par exemple Φ).
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D’apre`s (54), on e´tudie bien l’e´volution de e sur la surface isobare, c’est a` dire ∂t(e) . Mais,
d’apre`s (31), le terme B(e) repre´sente le flux de la contribution locale e au bord de la surface
( divp (e ~uh ) ), ainsi que la de´rive´e verticale du flux vertical de e : ∂(e ω)/∂p. Comme e n’a
pas de signification physique locale, ni B(e) ni de/dt n’ont de sens physique clair, a` l’inverse de
∂t(e) . Le cycle qui va eˆtre construit fait cependant apparaˆıtre de manie`re naturelle et cohe´rente les
expressions mathe´matiques ∂e/∂t et B(e), ceci pour chacune des quatre composantes.
Apre`s l’application des ope´rateurs ∂t (e) et −B(e) a` e = (aS, aB, kS, kB), on obtient a` l’issue de
nombreux calculs et re´organisations de termes l’expression suivante du cycle hydrostatique d’ordre
1 en moyenne isobare :
∂t(aS) = −B(aS)− C(aS, kS)− C(aS, aB)− B(ac(SB))− B(ap) + gS ,
∂t(aB) = −B(aB)− C(aB, kB) + C(aS, aB) + gB ,
∂t(kS) = −B(kS) + C(aS, kS)− C(kS, kB)− B(kc(SB)) + C(Φ, kS)− dS ,
∂t(kB) = −B(kB) + C(aB, kB) + C(kS, kB) + C(Φ, kB)− dB .
(56)
Les calculs sont exacts au sens ou` aucune autre approximation n’a e´te´ employe´e hormis les hy-
pothe`ses de la pellicule mince et de l’e´quilibre hydrostatique qui conduisent aux e´quations (27),
(28) et (29).
Les termes de conversion sont :
C(aS, kS) = −
R
p
ω T , (57)
C(aB, kB) = −
R
p
ω′ T ′ , (58)
C(aS, aB) = − cp ω′ T ′ p
−κ ∂p
[
pκ (1− Tr/T )
]
, (59)
C(kS, kB) = −
[
u′ ω′ ∂p(u) + v′ ω′ ∂p(v)
]
, (60)
C(Φ, kS) = −
[
u ∂x(Φ) + v ∂y(Φ) + ω ∂p(Φ)
]
= − (~uh) .
−→
∇p (Φ) +
R
p
ω T , (61)
C(Φ, kB) = −
[
u′ ∂x(Φ) + v′ ∂y(Φ) + ω′ ∂p(Φ)
]
= − (~uh)
′ .
−→
∇p (Φ) +
R
p
ω′ T ′ . (62)
Les termes de bord s’e´crivent :
B(Φ) = − C(Φ, k) = − C(Φ, kS) − C(Φ, kB) , (63)
B(ap) = − C(ap, aS) =
R
p
ω Tr . (64)
Les termes de chauffage diffe´rentiel et les termes de dissipation sont :
gS = ( 1− Tr/T ) ( q˙ ) , (65)
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Fig. 8 – Le cycle de l’enthalpie utilisable (ordre 1).
gB =
Tr
T
[ ( 1− T/T ) q˙ ] , (66)
dS = −
(
u Fx + v Fy
)
, (67)
dB = −
(
u′ Fx
′ + v′ Fy
′
)
. (68)
Les deux autres termes B(ac(SB)) et B(kc(SB)) sont directement calcule´s par (31) en utilisant
les de´finitions (47) et (53).
On peut pre´senter le cycle (56) de manie`re plus sche´matique (voir la figure 8). La pre´sence d’une
structure en boucle ferme´e entre ∂t(aS), ∂t(aB), ∂t(kS) et ∂t(kB) se traduit par l’absence d’unicite´
de la de´composition (56). On peut en effet ajouter une valeur donne´e a` C(aS, kS) et C(kS, kB) , a`
condition de retrancher la meˆme valeur a` C(aS, aB) et C(aB, kB). Ce faisant, toutes les e´quations
de (56) sont encore ve´rifie´es.
La justification de la de´composition (50) est directement lie´e a` la se´paration de la conversion (36)
C(h, ek) = −R ω T/p qui devient dans (54) la somme C(aB, kB)+C(aS, kS) = −R (ω′ T ′+ωT )/p.
La plupart des e´tudes me´te´orologiques traitant de l’e´nergie utilisable supposent que ω = 0, ce qui
n’est vrai que pour les surfaces isobares entourant comple`tement le globe. La conversion C(aS, kS)
est alors strictement nulle. Mais pour des e´tudes plus locales, ω n’est pas nul et les deux conversions
C(aB, kB) et C(aS, kS) doivent eˆtre e´tudie´es. Il faut entre autre savoir si on peut ne´gliger C(aS, kS)
devant C(aB, kB) pour les domaines pas trop petits ou` ω doit eˆtre faible. Pour re´pondre a` cette
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Fig. 9 – Le cycle de l’enthalpie utilisable (ordre 1). Version ouverte.
question on peut conside´rer que, pour un domaine d’e´tendue synoptique, ω est de l’ordre du dixie`me
des valeurs de ω′, voire meˆme du meˆme ordre de grandeur. Mais la valeur de T est typiquement
dix a` cent fois plus grande que les contributions locales T ′. Le produit ω T est donc dix a` cent fois
plus grand que ω′ T ′. La conversion C(aS, kS) domine largement C(aB, kB) et doit eˆtre e´quilibre´e
dans ∂t(aS) et ∂t(kS) par des termes de meˆme ordre de grandeur. Ce sont a` l’e´vidence les termes
B(ap) = R ω Tr/p et C(Φ, kS) = −(~uh) .
−→
∇p (Φ)+R ω T/p. On voit sur la figure (8) que ces ”grands”
termes de´finissent un chemin principal −B(ap) = C(ap, aS) ↔ C(aS, kS) ↔ C(kS,Φ) = −C(Φ, kS).
Ce chemin principal est bien se´pare´ des boites baroclines ∂t(aB) et ∂t(kB). On garantit ainsi une
certaine stabilite´ au calcul de ces parties baroclines en e´vitant la pre´sence simultane´e de termes
d’ordre de grandeur trop diffe´rents. On a fait apparaˆıtre une sorte de cycle externe entre ap, aS, kS
et Φ. Le cycle interne sera obtenu par la se´paration classique de aB et kB en leurs contributions
zonalement syme´triques et asyme´triques : on retrouvera l’analogue du cycle d’ordre 2 de Lorenz.
Il existe une autre me´thode pour s’affranchir des proble`mes pose´s par les grands termes. Il s’agit
de remplacer la somme −C(aS, kS) − B(ap) par +R ω ( T − Tr ) / p dans l’e´quation de aS, puis
de remplacer C(aS, kS) + C(Φ, kS) par − (~uh) .
−→
∇p (Φ) dans l’e´quation de kS. Il n’y a plus de
communication directe entre aS et kS, le transfert d’e´nergie −R ω T / p cre´e´ par les ascendances
et subsidences moyennes a e´te´ retire´ du cycle au profit de termes d’ordre de grandeur plus faible.
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On obtient le sche´ma donne´ par la figure (9) ou` on n’a plus une structure en boucle ferme´e mais
une structure ouverte entre les quatre composantes e´nerge´tiques aS, aB, kS et kB.
Il est bien suˆr toujours possible de garder une repre´sentation plus conventionnelle en faisant la
somme des deux dernie`res e´quations de (56). Le cycle complet (56) qui se traduit par la figure (8)
est cependant plus riche d’information et, avec la re´union des re´servoirs kS et kB en ek, la syme´trie
visible sur cette figure serait rompue.
2.4.3 Les interpre´tations physiques.
On a explique´ que le cycle (56) d’ordre 1 n’est pas de´termine´ de manie`re unique. Il faut donc
s’assurer que chacun des termes (57) a` (68) qui le composent posse`de une signification physique
satisfaisante.
En premier lieu, les tendances euleriennes et les termes de bord ve´rifient l’e´quation lagrangienne
(55) qui constitue bien physiquement une certaine forme d’e´quation de bilan. Toutefois, les quantite´s
aS, aB, kS et kB ne repre´sentent pas des e´nergies utilisables locales. Seules les moyennes isobares
aS, aB, kS et kB ont un sens physique, en liaison avec la version (54) de l’e´quation de bilan.
Les termes de bord B(ac(SB)) et B(kc(SB)) sont des contreparties mathe´matiques ge´ne´re´es par
les se´parations (44) et (50) qui conduisent a` aT = aS + aB et ek = kS + kB.
En utilisant (25), le terme de conversion C(aB, kB) = − R ω′ T ′ / p est interpre´te´ comme un
flux vertical de ge´opotentiel + ω′ ∂p(Φ′), le terme ω = dp/dt e´tant en premie`re approximation
proportionnel et de signe contraire a` w = dz/dt. La de´pendance en −ω′ T ′ signifie que C(aB, kB)
est positif si ω′ et T ′ sont corre´le´s ne´gativement. Il y a libe´ration d’enthalpie utilisable barocline
en e´nergie cine´tique si, en moyenne sur la couche isobare, on a ascendance des zones chaudes et
subsidence des zones froides.
Cette libe´ration correspond paradoxalement a` une tendance a` l’augmentation de l’e´nergie poten-
tielle de la couche isobare. En effet, sous l’hypothe`se hydrostatique, le ge´opotentiel moyen est
ΦG =
∫∫∫
Φ dp /
∫∫∫
dp. C’est une sorte de centre de gravite´ si on reprend l’approximation
de la pellicule mince et plate. En ne´gligeant les effets late´raux, son e´volution dΦG/dt s’e´crit∫∫∫
(dΦ/dt) dp /
∫∫∫
dp dont la contribution verticale vaut, d’apre`s (26),
∫∫∫
(ω ∂Φ/∂p) dp /
∫∫∫
dp.
Pour une surface isobare de cette inte´grale spatiale, la variation de ΦG de´pend donc du signe de
ω ∂p(Φ) = ω ∂p(Φ) + ω′ ∂p(Φ′). Une valeur positive de ω′ ∂p(Φ′) = C(aB, kB) correspond bien a`
une tendance a` l’augmentation de ΦG avec dans le meˆme temps une conversion de aB en kB.
Le paradoxe provient des analogies du pendule et du liquide incompressible pour lesquels c’est une
baisse du centre de gravite´, et donc de l’e´nergie potentielle, qui cre´e la ge´ne´ration d’e´nergie cine´tique.
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Ce n’est pas le cas pour l’atmosphe`re et l’explication re´side dans la diffe´rence fondamentale entre
l’enthalpie utilisable Ah et l’enthalpie H . Pour une atmosphe`re hydrostatique, on a proportionnalite´
entre H et l’e´nergie potentielle Ep. Le proble`me revient a` comprendre pourquoi l’enthalpie augmente
alors que l’enthalpie utilisable diminue au profit de l’e´nergie cine´tique Ek. Mais on a vu dans la
section (2.3) que c’est le terme ga = (T −Tr) q˙ / T qui est le terme source d’enthalpie utilisable. Un
chauffage sensiblement uniforme qui correspond a` une e´le´vation moyenne de l’enthalpie, et donc de
l’e´nergie potentielle, est ainsi compatible avec une diminution de l’enthalpie utilisable si ce chauffage
se traduit par une re´duction des he´te´roge´ne´ite´s spatiales de tempe´rature. C’est le cas si C(aB, kB)
est positif.
On peut e´tendre ces remarques a` l’ensemble des termes de conversion de (56). Leur signification
physique peut eˆtre re´sume´e de la fac¸on suivante :
L’augmentation de l’e´nergie cine´tique et la baisse d’enthalpie utilisable sont
provoque´es par la diminution du contraste des grandeurs thermodynamiques
(tempe´rature, ge´opotentiel, densite´). Plus ge´ne´ralement, et a` l’exemple des
the´ories de la turbulence, les conversions ope`rent a` contre-gradient.
Ainsi le paradoxe apparent concernant C(aB, kB) = −R ω′ T ′ / p disparaˆıt si on explique cette
conversion par la tendance a` diminuer les he´te´roge´ne´ite´s de tempe´rature sur une couche isobare.
On a conversion de aB en kB si les zones chaudes sont refroidies par de´tente (ω < 0) et si les
zones froides sont re´chauffe´es par compression (ω > 0).
De meˆme, le terme C(aS, kS) = −R ω T /p = +ω ∂p(Φ) correspond clairement a` une tendance
a` l’e´le´vation du ge´opotentiel moyen s’il y a production de kS au de´pend de aS (on a C(aS, kS) > 0
pour ω < 0, puisque ∂p(Φ) < 0 ). Ce re´sultat est naturel puisqu’il s’agit en fait d’une tendance a`
la diminution du contraste vertical de volume massique α = 1/ρ = − ∂p(Φ). Il y a diminution de
aS si les surfaces isobares sont de´tendues vers les zones de basses densite´ (ω < 0 ), ou encore si ces
surfaces vont a` contre-gradient de densite´.
Pour interpre´ter le terme C(kS, kB) = −[ u′ ω′ ∂p(u) + v′ ω′ ∂p(v) ], il faut d’abord remarquer
que la partition de ek en kS = [ (u)
2 + (v)2 ]/2 et kB = [ (u′)2 + (v′)2 ]/2 est analogue a` la
se´paration re´alise´e a` l’e´chelle fine de la particule quand on introduit les notions d’e´nergie cine´tique
moyenne et d’e´nergie cine´tique turbulente. Ce terme de conversion C(kS, kB) s’interpre`te ici comme
une production dynamique de turbulence : kS − (Pd)→ kB. Une valeur positive de Pd correspond
a` une re´duction des cisaillements verticaux de vent ∂p(u) et ∂p(v) par une conversion d’e´nergie du
mouvement moyen en e´nergie cine´tique turbulente kB. Dans ce cas, les perturbations tirent leur
e´nergie directement du mouvement moyen par une cascade directe.
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Fig. 10 – Le facteur de stabilite´.
La dernie`re conversion C(aS, aB) ope`re entre aS et aB. En de´veloppant la de´rive´e verticale de
(59) et en utilisant (58) on peut aussi e´crire
C(aS, aB) = C(aB, kB)
[
T − Tr
T
+
cp p
R T
Tr
T
∂T
∂p
]
. (69)
Le terme entre crochets est un facteur de stabilite´ qui vaut sensiblement 0.55 dans toute la
troposphe`re pour p > 250hPa. Il prend des valeurs ne´gatives de l’ordre de −0.3 dans la stratosphe`re
pour p < 100 hPa . La figure (10) repre´sente un profil vertical typique de ce facteur de stabilite´.
La conversion (69) est donc moitie´ moindre et du meˆme signe que C(aB, kB) dans la troposphe`re,
elle vaut le tiers de C(aB, kB) en e´tant de signe contraire dans la stratosphe`re. La variation de ce
facteur de stabilite´ est domine´e dans (69) par l’impact du terme en de´rive´e par rapport a` p de la
tempe´rature (la seconde partie du crochet).
Le terme de bord B(Φ) a e´te´ se´pare´ en deux termes de conversion avec le re´servoir de ge´opotentiel :
− C(Φ, kS) et − C(Φ, kB). On a en effet pose´ B(Φ) = − C(Φ, ek), la moyenne isobare B(Φ)
repre´sentant le bilan du transport de Φ au travers des frontie`res de la surface isobare e´le´mentaire.
Il suffit en effet de calculer dΦ/dt et on trouve, a` cote´ de la tendance eulerienne a` p constant, le
terme B(Φ) qui est pre´sent avec un signe oppose´ dans l’e´quation de ek.
Comme pour B(Φ), le terme de bord −B(ap) = −R ω Tr/p est e´galement un terme de conversion,
cette fois entre les re´servoirs ap et aS. On le ve´rifie en calculant la moyenne isobare de la de´rive´e
de ap. La tendance eulerienne a` p constant est nulle et il apparaˆıt la quantite´ B(ap) = −C(ap, aS)
qui est pre´sente avec un signe oppose´ dans l’e´quation de aS.
L’e´quation de aS contient le terme gS = (1−Tr/T ) ( q˙ ). De part la pre´sence du facteur 1−Tr/T
qui est positif dans la basse troposphe`re ( T > Tr = 250K ) et qui est ne´gatif au dessus, ce sont les
chauffages diffe´rentiels verticaux qui engendrent aS. Pour que gS soit positif, les couches infe´rieures
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et chaudes doivent eˆtre re´chauffe´es et les couches plus e´leve´es et froides doivent eˆtre refroidies. C’est
bien le cas en moyenne dans les basses couches (proximite´ du sol et absorption du rayonnement
solaire), c’est aussi vrai pour les couches plus e´leve´es (de´perdition par rayonnement infrarouge).
L’e´quation de la composante barocline aB e´volue par le terme de chauffage spe´cifique gB =
(Tr/T ) [ ( 1− T/T ) q˙ ]. Comme pour gS, la pre´sence du facteur 1− T/T en modulation du terme
q˙ indique que ce sont les chauffages diffe´rentiels horizontaux qui engendrent aB. Il y a production
d’e´nergie si les parties chaudes de la surface isobare sont re´chauffe´es et/ou les parties froides sont
refroidies.
Les deux dissipations dS = − [ uFx + v Fy ] et dB = − [ u′ Fx
′ + v′ Fy
′ ] repre´sentent les pertes
d’e´nergie cine´tique dues aux dissipations mole´culaires et visqueuses et dues aux effets de friction
avec le sol. La dissipation de l’e´nergie cine´tique du vent moyen kS est l’oppose´e du produit scalaire
des moyennes isobares du vent et de ~F . La dissipation de la contribution kB est l’oppose´e de la
corre´lation des perturbations de vent et de celles de ~F .
2.5 Le cycle hydrostatique d’exergie d’ordre 2.
2.5.1 Les composantes e´nerge´tiques d’ordre 2.
L’introduction mathe´matique (15) de la fonction enthalpie utilisable a permis la construction
du cycle (56). C’est un cycle hydrostatique d’ordre 1 qui provient des se´parations des diverses
quantite´s en moyennes isobares et en e´carts par rapport a` celles-ci. On a : ∀ ξ , ξ = ξ + ξ′, ou` ξ
est la moyenne isobare de´finie par (43).
Les proprie´te´s de ce cycle d’ordre 1 sont de´ja` nombreuses et pertinentes puisqu’on retrouve les
re´sultats fondamentaux propres aux e´nergies utilisables me´te´orologiques (voir la section pre´ce´dente).
La seule e´tude a avoir de´compose´ le re´servoir aT en aS + aB est celle de Pearce (1978). L’article
de Pearce ne pouvait ne´anmoins traiter que le syste`me atmosphe´rique global puisqu’il pose de`s le
de´part ω = 0. De plus, la partie ap de ah n’apparaˆıt pas dans l’approche de Pearce. Or on a
vu dans la section (2.4) que ces deux proprie´te´s ( ω 6= 0 et pre´sence de ap ) sont essentielles pour
parvenir a` e´quilibrer de manie`re exacte les e´quations du cycle (56) quand ce dernier est applique´ a`
un domaine limite´ ou` le bilan des flux aux frontie`res du domaine n’est pas nul. Le cycle d’ordre 1
donne´ par (56) semble donc approprie´ aux calculs sur domaines limite´s.
Les e´tudes e´nerge´tiques de l’atmosphe`re utilisent cependant une de´composition plus pousse´e des
diffe´rents termes. Il est en effet ne´cessaire de tenir compte du fait que les variables me´te´orologiques
pre´sentent pour la plupart d’entre elles des variations me´ridiennes qui dominent en ordre de grandeur
les variations zonales, ou dont les variations me´ridiennes ont un caracte`re quasi-permanent. On pense
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imme´diatement aux gradients nord-sud des champs de tempe´rature et de terme de chauffage (les
valeurs sont maximums aux tropiques et minimums aux poˆles). Les champs de vent, par la pre´sence
des grands jets quasi-permanents, peuvent e´galement donner une structure me´ridienne marque´e.
Ceci est d’autant plus important que, pour les e´tudes sur domaines limite´s, ces jets de vents forts
peuvent imposer toute la structure moyenne du champ de vitesse sur le domaine.
Comme pour les autres e´tudes me´te´orologiques, une fois isole´e la moyenne isobare ξ = ξλ ϕ des
diverses quantite´s, e´tudions la se´paration de ξ′ = ξ − ξ en moyennes zonales ξλ et en e´carts a`
celles-ci ξλ. On a choisi une notation qui a de´ja` e´te´ mentionne´e en (1.1.3). Elle e´vite l’emploi des
crochets, aste´risques et primes dont les significations varient suivant les auteurs et dont la lourdeur
rend les formules parfois difficilement lisibles.
Pour une surface isobare limite´e par les longitudes λ1 < λ2 et par les latitudes ϕ1 < ϕ2 , les
moyennes zonales ξλ et me´ridienne ξϕ sont de´finies par :
ξλ(ϕ, p) =
1
λ2 − λ1
∫ λ2
λ1
ξ(λ, ϕ, p) dλ , (70)
ξϕ(λ, p) =
1
sin(ϕ2) − sin(ϕ1)
∫ ϕ2
ϕ1
ξ(λ, ϕ, p) cos(ϕ) dϕ . (71)
Ces de´finitions sont cohe´rentes avec (43), on a ξ = ξλ ϕ = (ξλ)
ϕ
= (ξϕ) λ.
Avec ces notations, la de´composition (44) peut eˆtre poursuivie en posant l’identite´ T = T +
T λϕ + Tλ. La quantite´ T
λ
ϕ = T
λ − T λ ϕ repre´sente les e´carts du profil me´ridien moyen a` la
valeur isobare moyenne. C’est un terme d’ordre 1 qui tient compte des variations me´ridiennes des
moyennes zonales. Le terme Tλ = T − T λ est un terme d’ordre 2. C’est l’e´cart de la tempe´rature
locale a` la moyenne zonale a` la meˆme latitude. L’autre terme d’ordre 2 (Tϕ = T − T ϕ) ne sera
pas utilise´. Comme annonce´, on privile´gie la pre´sence de profils me´ridiens de moyennes zonales et
on n’e´tudie les structures zonales qu’en tant que perturbations.
Partant des se´parations ah = ap + aT et aT = aS + aB + ac(SB), le report de T
′ = T λϕ + Tλ
dans (46) donne les composantes suivantes de aB :
aB = aZ + aE + ac(ZE) , (72)
aZ = cp Tr
[
(T λ/T − 1)− ln(T λ/T )
]
= cp Tr F
(
T λϕ
T
)
, (73)
aE = cp Tr
[
(T/T λ − 1)− ln(T/T λ)
]
= cp Tr F
(
Tλ
T λ
)
, (74)
ac(ZE) = cp Tr
(
T λ
T
− 1
)(
T
T λ
− 1
)
= cp Tr
T λϕ
T
Tλ
T λ
, (75)
avec aZ = cp Tr F(XZ) , aE = cp Tr F(XE) , ac(ZE) = cp Tr XZ XE , (76)
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ou` XZ =
T λ
T
− 1 =
T λϕ
T
et XE =
T
T λ
− 1 =
Tλ
T λ
. (77)
On a obtenu un ensemble de termes dont la structure mathe´matique est l’analogue de (44) a` (49).
Par syme´trie entre les parties thermodynamique et cine´tique de l’e´nergie, on pose u′ = uλϕ + uλ
et v′ = vλϕ + vλ. On peut alors poursuivre la se´paration de ek = kS + kB + kc(SB) en reportant
les expressions pre´ce´dentes de u′ et v′ dans (52). On e´crit les composantes suivantes de kB :
kB = kZ + kE + kc(ZE) , (78)
kZ =
1
2
[
(uλϕ)
2 + (vλϕ)
2
]
, (79)
kE =
1
2
[
(uλ)
2 + (vλ)
2
]
, (80)
kc(ZE) = u
λ
ϕ uλ + v
λ
ϕ vλ . (81)
On a ici encore une analogie tre`s nette avec les e´quations (50) a` (53). Ces analogies proviennent
de la meˆme utilisation des identite´s F(X1 + X2 + X1 X2) = F(X1) + F(X2) + X1 X2 pour
l’enthalpie utilisable et (x1 + x2)
2 = (x1)
2 + (x2)
2 + 2 x1 x2 pour l’e´nergie cine´tique.
Comme dans la section (2.4.1), les valeurs aZ , aE , kZ , kE, ac(ZE) et kc(ZE) ne doivent pas eˆtre
interpre´te´es localement. Ce sont de simples contributions nume´riques et seule la moyenne isobare
de ces quantite´s, ou la moyenne isobare d’une fonction de ces quantite´s, a un sens physique. On
pense ici a` aZ ou B[ac(ZE)] par exemple.
Autant les formulations (73) et (74) sont tre`s proches de celles contenues dans l’article de Pearce
(1978), autant la se´paration de l’e´nergie cine´tique en kZ et kE telles que de´finies par (79) et (80) ne
sont pas habituelles a` l’ensemble des approches me´te´orologiques de l’e´nergie utilisable. Le terme kE
ne pose pas de proble`me, c’est bien la forme qu’a choisie Lorenz dans ces diffe´rentes e´tudes. Mais
la formulation ge´ne´ralement admise pour kZ correspond dans cette e´tude a` la somme kZ + kS.
Cette autre vision revient a` de´composer les composantes du vent en u = uλ + uλ et v = v
λ + vλ.
Les valeurs uλ et vλ donnent kZ + kS, alors que uλ et vλ donnent kE.
Il a e´te´ de´cide´ dans cette the`se de pre´server au maximum la syme´trie entre l’enthalpie utilisable
et l’e´nergie cine´tique. Aussi a-t-il e´te´ choisi de garder les six composantes aS, aZ , aE et kS, kZ ,
kE qui forment la base du cycle d’ordre 2 qui va maintenant eˆtre e´tabli. Il sera toutefois a` tout
moment possible de retrouver les e´quations me´te´orologiques plus habituelles pour kZ en faisant la
somme des e´quations relatives a` kS et kZ .
2.5.2 Le cycle e´nerge´tique d’ordre 2.
Comme dans la section (2.4.2), ce cycle traite des e´changes d’e´nergie au sein d’une couche iso-
bare d’e´paisseur e´le´mentaire d’un domaine limite´. Les calculs nume´riques des e´quations d’e´volution
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des six composantes e´nerge´tiques aS, aZ , aE et kS, kZ , kE sont tre`s lourds et il n’est pas question
de les reproduire ici.
Un des guides pour trouver le re´arrangement ade´quat des termes est la volonte´ de maintenir une
syme´trie e´leve´e entre les diverses composantes de meˆmes types ( S, Z et E, ou encore a et k).
Comme pour le cycle (56), aucune approximation n’est faite autre que celles qui ont conduit aux
e´quations de base (27), (28) et (29). Ainsi est-il assure´ qu’aucun terme n’a e´te´ oublie´ dans les six
e´quations, chacun d’entre eux devant pouvoir eˆtre interpre´te´ comme une conversion, un terme de
chauffage diffe´rentiel, une dissipation ou un terme de bord. Un autre guide pour mener a` bien les
calculs est l’espoir de retrouver les expressions de Lorenz pour les conversions fondamentales entre
aZ , aE , kZ et kE. La diffe´rence principale avec l’approche de Lorenz re´sidera dans la pre´sence de
conversions et de termes de bord qui ne sont pas nuls pour un domaine limite´.
Pour de´terminer la forme analytique du cycle e´nerge´tique hydrostatique d’ordre 2, on part des
expressions (45) et (73) a` (75) pour l’enthalpie utilisable, avec les formulations (51) et (79) a` (81)
pour la partie e´nergie cine´tique. On applique ensuite les ope´rateurs ∂t (...) et − B(...) a` ces six
composantes e´nerge´tiques et, apre`s avoir effectue´ les re´arrangements ne´cessaires, on obtient
∂t(aS)=−B(aS)−C(aS, kS)−C(aS, aZ)−C(aS, aE)−B[ac(SB)]−B(ap) +gS,
∂t(aZ)=−B(aZ)−C(aZ , kZ)+C(aS, aZ)−C(aZ , aE)−B[ac(ZE)] +gZ ,
∂t(aE)=−B(aE)−C(aE , kE)+C(aS, aE)+C(aZ , aE) +gE,
∂t(kS)=−B(kS)+C(aS, kS)−C(kS, kZ)−C(kS, kE)−B[kc(SB)]+C(Φ, kS) −dS,
∂t(kZ)=−B(kZ)+C(aZ , kZ)+C(kS, kZ)−C(kZ, kE)−B[kc(ZE)]+C(Φ, kZ)−dZ ,
∂t(kE)=−B(kE)+C(aE, kE)+C(kS, kE)+C(kZ , kE) +C(Φ, kE)−dE.
(82)
La syme´trie du cycle (82) apparaˆıt mieux sur le sche´ma de la figure (11). On retrouve le chemin
externe principal − B(ap) = C(ap, aS) ↔ C(aS, kS) ↔ C(kS,Φ) = − C(Φ, kS) entre les
composantes e´nerge´tiques ap, aS, kS et Φ. On voit aussi que l’analogue du cycle de Lorenz entre
aZ , aE , kZ et kE est bien se´pare´ de ce chemin principal de l’e´nergie. Le cycle de Lorenz devient
avec cette pre´sentation un cycle interne qui se trouve en quelque sorte prote´ge´ des influences des
grands termes B(ap), C(aS, kS) et C(Φ, kS).
Dans ce cycle (82), les e´quations de aS et de kS sont pratiquement inchange´es par rapport au
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Fig. 11 – Le cycle de l’enthalpie utilisable (ordre 2).
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cycle (56) et on se reportera a` la section (2.4.2) pour obtenir leur formulation. On a juste se´pare´
les conversions C(aS, aB) et C(kS, kB) en C(aS, aZ) + C(aS, aE) et en C(kS, kZ) + C(kS, kE),
respectivement. On a pose´
C(aS, aZ) = − cp (ωλϕ T
λ
ϕ ) p
−κ ∂p
[
pκ (1− Tr/T )
]
, (83)
C(aS, aE) = − cp (ωλ Tλ) p
−κ ∂p
[
pκ (1− Tr/T )
]
, (84)
C(kS, kZ) = −
[
(uλϕ ω
λ
ϕ) ∂p(u) + (v
λ
ϕ ω
λ
ϕ) ∂p(v)
]
, (85)
C(kS, kE) = −
[
(uλ ωλ) ∂p(u) + (vλ ωλ) ∂p(v)
]
. (86)
De meˆme, les deux conversions C(aB, kB) et C(Φ, kB) ont e´te´ se´pare´es selon
C(aZ , kZ) = −
R
p
ωλϕ T
λ
ϕ , (87)
C(aE, kE) = −
R
p
ωλ Tλ , (88)
C(Φ, kZ) = −
[
uλϕ ∂x(Φ) + v
λ
ϕ ∂y(Φ) + ω
λ
ϕ ∂p(Φ)
]
= − (~uh)
λ
ϕ .
−→
∇p(Φ) +
R
p
ωλϕ T
λ
ϕ , (89)
C(Φ, kE) = −
[
uλ ∂x(Φ) + vλ ∂y(Φ) + ωλ ∂p(Φ)
]
= − (~uh)λ .
−→
∇p(Φ) +
R
p
ωλ Tλ . (90)
Les termes nouveaux de (82) sont les tendances isobares de aZ , aE , kZ et kE ainsi que les
termes de bilan aux frontie`res correspondants. Les autres bilans isobares B[kc(ZE)] et B[ac(ZE)]
sont calcule´s a` partir de (75) et de (81) qui sont reporte´s dans (31).
Les derniers termes de conversion C(aZ , aE) et C(kZ , kE) qui appartiennent au cycle interne
valent
C(aZ , aE) = − cp
 ( vλ Tλ )λ ∂y
(
Tr
T
T λϕ
T λ
)
+ ( ωλ Tλ )
λ p−κ ∂p
(
pκ
Tr
T
T λϕ
T λ
)  , (91)
C(kZ , kE) = −
[
uλvλ ∂y(uλϕ) + vλvλ ∂y(v
λ
ϕ) + uλ ωλ ∂p(u
λ
ϕ) + vλ ωλ ∂p(v
λ
ϕ)
]
. (92)
Le terme de chauffage diffe´rentiel gS et le terme de dissipation dS sont toujours donne´s par (65)
et (67). Les nouveaux termes de chauffage diffe´rentiel et de dissipation propres au cycle (82) sont
gZ =
Tr
T
[ ( 1− T/T λ ) q˙ ] , (93)
gE = ( Tr/T λ ) [ ( 1− T λ/T ) q˙ ] , (94)
dZ = −
(
uλϕ (Fx)
λ
ϕ + v
λ
ϕ (Fy)
λ
ϕ
)
, (95)
dE = −
(
uλ (Fx)λ + vλ (Fy)λ
)
. (96)
Il est possible d’employer la meˆme me´thode qu’en (2.4.2) pour e´liminer les proble`mes de stabilite´
de calcul dus aux grands termes C(aS, kS), B(ap) et C(Φ, kS). Ce faisant, le chemin externe
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principal se trouve coupe´ et on retrouve, pour la partie supe´rieure de la figure (11), l’analogue de
la figure (9). Avec cette transformation, il reste le cycle interne de Lorenz qui communique avec
les re´servoirs aS et kS par l’interme´diaire des conversions C(aS, aZ), C(aS, aE), C(kS, kZ) et
C(kS, kE), comme pour Pearce (1978).
Il est alors tentant de revenir a` la formulation de Lorenz et de regrouper les deux re´servoirs
qui sont note´s kS et kZ dans cette e´tude. Il y aurait cependant apparition d’une asyme´trie
entre les parties enthalpie utilisable et e´nergie cine´tique. De plus le re´sidu C(aS, kS) + C(Φ, kS)
influencerait directement un des re´servoirs du cycle interne de Lorenz. Ces deux proprie´te´s ne sont
pas souhaitables pour la raison suivante. Le cycle d’ordre 2 repre´sente´ par la figure (11) est a priori
applicable a` n’importe quelle e´chelle. Si on de´crit l’e´volution thermodynamique d’une bande zonale
d’extension me´ridienne infinite´simale, T λϕ = u
λ
ϕ = v
λ
ϕ = 0 et les re´servoirs qui sont note´s aZ
et kZ dans cette e´tude sont strictement nuls. A l’inverse, dans l’e´tude d’une bande me´ridienne
d’extension zonale tre`s petite, Tλ = uλ = vλ = 0 et ce sont les composantes aE et kE qui
sont identiquement nulles. Seule la formulation syme´trique (82) permet de passer facilement du cas
ge´ne´ral d’un domaine limite´ quelconque aux cas extreˆmes mentionne´s ci-dessus (ou meˆme encore
au cas de la parcelle fluide ou` seuls aS et kS ne sont pas nuls). Il suffit d’imaginer sur la figure
(11) de couper a` la demande les liaisons entre les re´servoirs qui deviennent nuls. On voit que l’on
pre´serve a` chaque fois un cycle a` quatre composantes ( aS, kS, aE et kE, ou aS, kS, aZ et kZ)
dont les diverses liaisons sont de´ja` pre´sentes dans la figure (11).
2.5.3 Les interpre´tations physiques.
Comme pour le cycle d’ordre 1, il faut maintenant interpre´ter chacun des termes du cycle
d’ordre 2 de´fini par (82). On utilisera la proposition de la section (2.4.3) selon laquelle l’augmentation
de l’e´nergie cine´tique et la baisse de l’enthalpie utilisable sont provoque´es par la diminution des
contrastes thermodynamiques, ces conversions ope´rant a` contre-gradient.
Une vision tridimensionnelle de la figure (11) se traduit par une structure en prisme a` base
triangulaire entre les six re´servoirs, les conversions formant les areˆtes de ce prisme (voir la figure
12). Il y a donc trois cycles a` quatre composantes (les faces rectangulaires) et deux cycles a` trois
composantes (les coˆte´s late´raux triangulaires). Chacun de ces cycles apporte une inde´termination
provoque´e par la possibilite´ d’ajouter et de retrancher de manie`re ade´quate aux conversions un
terme donne´. L’ensemble de la manipulation laisse inchange´e les bilans aux sommets, c’est a` dire
les e´volutions des re´servoirs (voir l’exemple de la section 2.4.2).
Il est donc important de s’assurer que le choix qui a e´te´ fait pour les termes de (82) est conforme
aux interpre´tations physiques habituelles.
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Fig. 12 – La vision tridimensionnelle du cycle d’ordre 2.
Les tendances euleriennes et les termes de bord ve´rifient l’e´quation lagrangienne (55) qui constitue
une forme d’e´quation de bilan. Comme pour le cycle d’ordre 1, seules les moyennes isobares ont un
sens physique et non les inte´grandes de ces moyennes. Les termes de bord B(ac(ZE)) et B(kc(ZE))
sont des contreparties mathe´matiques engendre´es par les se´parations (72) et (78).
En utilisant (25) et en remarquant que les moyennes zonales et me´ridiennes sont calcule´es a`
pression constante, on peut permuter ces moyennes avec la de´rive´e par rapport a` p et les deux
conversions C(aZ , kZ) = −R ωλϕ T
λ
ϕ / p et C(aE , kE) = −R ωλ Tλ / p s’e´crivent comme des flux
verticaux de ge´opotentiel + ωλϕ ∂p(Φ
λ
ϕ) et + ωλ ∂p(Φλ) . L’interpre´tation en terme de flux vertical
est justifie´e si on tient compte du fait que le terme ω = dp/dt est en premie`re approximation
proportionnel et de signe contraire a` w = dz/dt.
On a vu d’autre part a` la section (2.4.3) que la conversion C(aB, kB) = −R ω′ T ′ /p = ω′ ∂p(Φ′)
e´tait positive si ω′ et T ′ sont corre´le´s ne´gativement. Il en re´sulte une tendance a` l’augmentation du
ge´opotentiel moyen de l’atmosphe`re, alors que l’enthalpie utilisable barocline diminue puisque cette
corre´lation ne´gative se traduit par une re´duction des perturbations de tempe´rature sur la surface
isobare. Les meˆmes raisonnements s’appliquent a` C(aZ , kZ) et C(aE , kE). Mais il faut d’abord
pre´ciser quelque peu la signification physique de aZ , aE , kZ et kE.
Les composantes aZ et kZ de´pendent de termes en ξ
λ
ϕ (avec ξ = T , u , ou v). On a repre´sente´ sur
la figure (13) un champ de ξ qui est exempt de variation zonale. Les valeurs de ξλϕ sont repre´sente´es
par les fle`ches. Ce sont les e´carts entre la moyenne zonale a` une certaine latitude (les traits gras)
et la valeur moyenne isobare (le plan grise´).
Les composantes aE et kE de´pendent de la meˆme fac¸on de termes en ξλ. La figure (14) est plus
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Fig. 13 – La de´pendance en ξλϕ de aZ et kZ.
ge´ne´rale que la figure (13), le champ ξ pre´sentant des variations a` la fois zonales et me´ridiennes.
Les moyennes zonales de ξ sont les meˆmes que sur la figure (14). La fle`che repre´sente la quantite´
ξλ en un point de la frontie`re nord du domaine. C’est l’e´cart entre la valeur du champ en ce point
et la valeur de la moyenne zonale a` la meˆme latitude (le trait horizontal plein).
La conversion C(aZ , kZ) = − ωλϕ T
λ
ϕ /p est souvent note´e CZ pour se rappeler qu’elle ope`re
entre les composantes ”en Z” de (82). La conversion CZ est interpre´te´e en imaginant les champs de
moyennes zonales ωλ et T λ . CZ est positif si les perturbations aux moyennes isobares respectives
ωλϕ et T
λ
ϕ sont corre´le´es ne´gativement. On observe alors une re´duction des contrastes nord-sud de
tempe´rature T λϕ = T
λ − T par un refroidissement lie´ a` une de´tente des zones chaudes et par un
re´chauffement obtenu par compression des zones froides, ces de´tentes et compressions e´tant re´alise´es
par les contrastes nord-sud des moyennes zonales de ω : ωλϕ = ω
λ − ω. Typiquement, ce sont
les cellules de Hadley et de Ferrel qui contribuent au cycle e´nerge´tique de la circulation ge´ne´rale a`
travers ce terme CZ . Ces cellules participent a` CZ avec des signes contraires et il apparaˆıt que le
bilan global de CZ pour le globe est de signe inde´termine´. A une e´chelle plus fine que celle de la
circulation ge´ne´rale, on pourra e´tudier les phe´nome`nes de brise ou de circulation en rouleau ou en
bande en appliquant le cycle (82) a` des domaines limite´s englobant ces processus.
La conversion CE = C(aE , kE) = − ωλ Tλ /p ope`re entre les composantes ”en E” de (82). Il
faut regarder les variations de ω et T sur un cercle de latitude donne´ ou` les perturbations par
rapport aux moyennes zonales respectives sont ωλ = ω − ωλ et Tλ = T − T λ. La conversion CE
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Fig. 14 – La de´pendance en ξλ de aE et kE.
est positive si en moyenne sur chaque cercle de latitude les zones plus chaudes sont de´tendues et
les zones plus froides sont comprime´es. Ces de´tentes et compressions doivent eˆtre conside´re´es ici en
faisant abstraction des mouvements verticaux moyens ωλ dont les effets sont de´ja` pris en compte
dans CZ . Typiquement, les perturbations baroclines des zones tempe´re´es contribuent beaucoup a`
cette conversion CE , l’ascendance de l’air chaud frontal et la subsidence dans la traˆıne en air froid
donnant une conversion de aE vers kE fortement positive. La quantite´ CE est la conversion dite
barocline de l’e´nergie utilisable en e´nergie cine´tique.
La conversion CA = C(aZ , aE) donne´e par (91) se compose de deux termes. Le deuxie`me qui
comprend une de´rive´e par rapport a` p s’interpre`te en partie comme C(aS, aB) a` la section (2.4.3).
On peut e´crire
− cp ( ωλ Tλ )
λ p−κ ∂p
(
pκ
Tr
T
T λϕ
T λ
)
= − cp ( ωλ Tλ )
λ
ϕ p
−κ ∂p
(
pκ
Tr
T
T λϕ
T λ
)
+ C(aE, kE)
[ (
Tr
T
−
Tr
T λ
)
+
cp p
R
∂p
(
Tr
T
−
Tr
T λ
) ]
. (97)
A coˆte´ de du terme en ( ωλ Tλ )
λ
ϕ, la seconde partie de l’e´quation (97) est analogue a` (69) et
l’expression entre crochets est un terme de stabilite´ qui module la conversion barocline C(aE, kE)
pour donner cette partie ”verticale” de CA. Quant au premier terme de CA qui comprend une
de´rive´e nord-sud ∂y = (rT )
−1 ∂ϕ, il s’e´crit aussi
− cp ( vλ Tλ )
λ ∂y
(
Tr
T
T λϕ
T λ
)
= − cp ( vλ Tλ )
λ Tr
1
(T λ)2
∂ T λ
∂ y
. (98)
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Fig. 15 – L’influence d’une perturbation barocline sur la partie ”horizontale” de la conversion
CA = C(aZ , aE) .
A grande e´chelle, ∂y(T
λ) est ne´gatif dans l’he´misphe`re nord et cette partie horizontale de CA
est alors du meˆme signe que cp ( vλ Tλ )
λ qui repre´sente une contribution au transport de chaleur
sensible h = cp T + C
ste vers le nord. La partie (98) de CA est plus ge´ne´ralement positive si
elle ope`re a` contre gradient, c’est a` dire si le flux me´ridien de chaleur sensible tend a` diminuer
les gradients isobares nord-sud des moyennes zonales de tempe´rature T λ. C’est le cas pour les
perturbations baroclines des zones tempe´re´es d’apre`s le sche´ma de la figure (15) ou` vλ Tλ > 0.
Les applications me´te´orologiques au cas de la circulation ge´ne´rale ont montre´ que la partie ”hori-
zontale” (98) est pre´ponde´rante devant (97). Mais ce re´sultat peut ne pas eˆtre vrai pour un domaine
limite´. La quantite´ CA est la conversion dite barocline de l’enthalpie utilisable (aZ en aE), elle est
re´alise´e par l’interme´diaire des perturbations synoptiques de meˆme nom. L’ensemble des conversions
CA et CE forment, a` l’inte´rieur du cycle interne de Lorenz, le chemin barocline des conversions
d’e´nergie qui, au moins pour l’e´tude globale de la circulation ge´ne´rale, explique la cre´ation de
l’e´nergie cine´tique des perturbations (kE) au de´pend des gradients me´ridiens de tempe´rature (aZ).
Cette importance du chemin barocline de l’e´nergie doit eˆtre de´montre´e a` nouveau pour les e´tudes
de syste`mes plus locaux ou` les gradients horizontaux est-ouest, ou meˆme verticaux, peuvent devenir
pre´dominants.
On a retrouve´ dans le cycle (82) trois des quatre conversions de Lorenz, c’est a` dire CZ =
C(aZ , kZ), CE = C(aE , kE) et CA = C(aZ , aE). La quatrie`me conversion est C(kZ , kE) qui est
classiquement note´e CK . Elle est de´signe´e sous le nom de conversion barotrope de l’e´nergie cine´tique
moyenne kZ en e´nergie cine´tique des perturbations kE. En fait, on a vu que la formulation de
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Lorenz correspondait a` un e´change entre ce qui est note´ kS + kZ et kE dans la pre´sente e´tude. La
re´union des deux re´servoirs kS et kZ revient a` ne plus faire apparaˆıtre explicitement C(kS, kZ) dans
(82) et sur la figure (11). D’autre part, les termes B[kc(SB)] et B[kc(ZE)] , C(Φ, kS) et C(Φ, kZ),
dS et dZ sont regroupe´s deux a` deux. Quant a` la conversion CK de Lorenz entre kS + kZ et kE ,
elle est constitue´e par la somme C(kS, kE) + C(kZ , kE) qui s’e´crit, en utilisant (86) et (92) et en
remarquant que ∂y(u) = ∂y(v) = 0, sous la forme
−
[
uλvλ ∂y(uλ) + vλvλ ∂y(vλ) + uλ ωλ ∂p(uλ) + vλ ωλ ∂p(vλ)
]
. (99)
La formulation de Lorenz ne sera pas utilise´e dans cette the`se et on notera CK = C(kZ , kE). Les
deux premiers termes de (99) sont identiques a` ceux de (92) et les applications me´te´orologiques
ont montre´ qu’a` l’e´chelle globale les termes de (92) qui de´pendent de la de´rive´e me´ridienne sont
plus importants que les termes qui de´pendent de la de´rive´e par rapport a` p. Le changement de
formulation pour cette conversion CK ne sera donc visible que pour les e´tudes sur domaines limite´s
pour lesquelles, de toute fac¸on, l’approche de Lorenz ne pouvait pas eˆtre utilise´e. On remarquera
que l’e´quation (92) est proche de (91) au sens ou` tous les termes s’e´crivent, en notations abre´ge´es,
sous la forme (v)λ (...)λ ∂y[(...)
λ
ϕ] ou (ω)λ (...)λ ∂p[(...)
λ
ϕ]. La forme (92) est cohe´rente avec les the´ories
de la turbulence qui indiquent que les flux portent sur l’e´chelle des perturbations, ici (u)λ et (v)λ
en association avec kE, alors que les gradients portent sur l’e´chelle la plus grande, ici (u)
λ
ϕ et
(v)λϕ en association avec kZ . On retrouve une re`gle analogue pour la formulation de Lorenz (99) ou`
les gradients sont calcule´s par rapport a` (u)λ et (v)λ, en association avec l’e´chelle la plus grande
kS + kZ = [ (uλ)2 + (vλ)2 ]/2.
La conversion barotrope CK = C(kZ , kE) est donc donne´e par (92) et elle s’interpre`te comme
une production dynamique de turbulence kZ − (Pd) → kE , ou encore comme une tendance a`
la diminution des gradients isobares nord-sud et verticaux de quantite´ de mouvement. On prendra
comme exemple le terme −uλvλ ∂y(uλϕ) = −(uλvλ)
λ ∂y(uλϕ) pour lequel un gradient me´ridien ∂y(u
λ
ϕ)
positif est atte´nue´ par un flux me´ridien (uλvλ)
λ ne´gatif, ce qui conduit bien a` une contribution
positive de CK . Encore une fois, meˆme si les e´tudes globales ont montre´ que c’est ce premier terme
− uλvλ ∂y(uλϕ) qui est important dans (92), les e´tudes locales qui peuvent eˆtre entreprises a` partir
de cette e´quation peuvent modifier les poids relatifs des diffe´rents termes qui la composent. Le signe
de (uλvλ)
λ de´pend globalement de l’inclinaison des axes de thalweg et des dorsales. On le voit sur
la figure (16) ou` la plus faible composante zonale du flux de nord-ouest par rapport aux flux de
sud-ouest se traduit par des valeurs de uλ et de vλ qui sont de meˆme signe. On a dans cet exemple
un flux de quantite´ de mouvement zonal qui est dirige´ vers le nord. En moyenne sur le globe, on
observe une valeur ne´gative de CK . On a paradoxalement une alimentation de kZ au de´pend
de l’e´nergie cine´tique des perturbations kE, il y a une stabilisation barotrope de l’e´coulement. Il
s’agit d’une remonte´ de l’e´nergie cine´tique dans le spectre des mouvements de petite e´chelle vers
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Fig. 16 – L’influence de l’inclinaison des axes de thalweg et de dorsales sur la partie ”horizontale”
de la conversion CK = C(kZ , kE) .
les mouvements de grande e´chelle, en accord avec les the´ories de la turbulence bidimensionnelle.
A l’inverse, des valeurs positives de CK traduisent une instabilite´ barotrope. Ce me´canisme est
souvent invoque´ pour expliquer la cre´ation de quelques phe´nome`nes locaux (instabilite´ des jets, par
exemple sur l’Afrique). Le cycle (82) est particulie`rement bien adapte´ pour appre´hender ce genre
de phe´nome`ne local, a` la fois selon l’horizontale et selon la verticale.
La partition de la conversion C(aS, aB) en C(aS, aZ) + C(aS, aE) ne modifie pas le raisonnement
expose´ en (2.4.3). On a ici encore
C(aS, aZ) = C(aZ , kZ)
[
T − Tr
T
+
cp p
R T
Tr
T
∂T
∂p
]
, (100)
C(aS, aE) = C(aE , kE)
[
T − Tr
T
+
cp p
R T
Tr
T
∂T
∂p
]
. (101)
Le facteur de stabilite´ entre crochet est le meˆme que dans (69). Ses valeurs sont donne´es par la
figure (10).
L’autre partition de C(kS, kB) en C(kS, kZ)+C(kS, kE) s’interpre`te, comme C(kZ , kE), en terme
de production dynamique de turbulence. Il y a production si kS → kZ , kS → kE ou kZ → kE, les
re´servoirs (kS, kZ , kE) e´tant range´s dans cet ordre de la plus grande vers la plus petite des e´chelles
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de turbulence.
Les deux dernie`res conversions ope`rent entre Φ et kZ ou entre Φ et kE . Les formulations (89) et (90)
de C(Φ, kZ) et C(Φ, kE) sont analogues a` l’expression (62) pour C(Φ, kB) = C(Φ, kZ) + C(Φ, kE).
Les diffe´rences avec (62) consistent en la pre´sence des perturbations uλϕ, v
λ
ϕ et ω
λ
ϕ pour C(Φ, kZ),
des perturbations uλ, vλ et ωλ pour C(Φ, kE).
En utilisant des approximations e´videntes de (93) et de (94), les termes de chauffage diffe´rentiel
gZ et gE de´pendent principalement des corre´lations entre T
λ
ϕ et (q˙)
λ
ϕ pour gZ , des corre´lations
entre Tλ et (q˙)λ pour gE . Ces termes gZ et gE sont positifs en pre´sence de chauffages diffe´rentiels
efficaces au sens ou` il faut avoir un re´chauffement des zones de´ja` chaudes et un refroidissement des
zones de´ja` froides, l’effet global e´tant une accentuation des contrastes de tempe´rature. Pour gZ il
faut appre´cier l’e´tat fort/faible des chauffages et l’ e´tat chaud/froid des particules atmosphe´riques
en analysant les variations nord-sud des moyennes zonales. Pour gE il faut de´finir ces chauffages
diffe´rentiels sur chaque cercle de latitude, inde´pendamment les uns des autres.
Le terme gZ forme le moteur pour la circulation atmosphe´rique a` grande e´chelle. Il est lie´ au
contraste poˆle-e´quateur de tempe´rature et de chauffage qui sont en moyenne corre´le´s ne´gativement,
ce qui implique gZ > 0 sur le globe.
Le terme gE est moins important a` grande e´chelle, il de´pend principalement des contrastes zonaux
dus a` la distribution des zones continentales et maritimes. Il peut cependant devenir primordial pour
un domaine limite´ s’il existe dans la re´gion d’e´tude un contraste terre/oce´an qui peut, en fonction
de l’e´volution diurne et en association avec les syste`mes de brise par exemple, engendrer de fortes
valeurs de gE.
Les deux dissipations dZ et dE donne´es par (95) et (96) repre´sentent les puits de kZ et de kE
provoque´s par les dissipations mole´culaires et visqueuses d’une part, par les effets de friction avec
le sol d’autre part. Les corre´lations entre (~uh)
λ
ϕ et (
~F )
λ
ϕ pour dZ et entre (~uh)λ et (
~F )λ pour
dE sont cohe´rentes avec les e´chelles spatiales implique´es dans kZ et kE (il s’agit des perturbations
me´ridiennes des moyennes zonales pour kZ , des perturbations zonales pour kZ).
2.6 Les de´finitions de Tr et de pr.
Les formulations (15) a` (17) de ah, ainsi que l’ensemble des re´sultats qui en de´coulent,
de´pendent des variables thermodynamiques T et p, mais aussi des deux constantes Tr et pr qui ont
e´te´ suppose´es constantes au cours de l’ensemble des calculs des sections pre´ce´dentes. Il faut main-
tenant donner les de´finitions mathe´matiques et physiques de ces constantes qui seront directement
relie´es a` des contraintes inte´grales, une d’entre elles de´rivant de la proprie´te´ locale suivante.
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2.6.1 La loi de conservation locale.
La loi de conservation locale hydrostatique ve´rifie´e par ah est une loi de Bernoulli. On le
ve´rifie en faisant la somme des deux e´quations d’e´volution de ah et de ek (39) et en utilisant la
relation dΦ/dt = ∂t(Φ)p +B(Φ) :
d
d t
(ah + ek + Φ) =
(
∂ Φ
∂ t
)
p
+
(
1−
Tr
T
)
q˙ + ~uh . ~Fh . (102)
La quantite´ ah + ek + Φ est ainsi conserve´e au cours du de´placement d’une particule fluide si Φ
est stationnaire au point conside´re´ de la surface isobare et si en ce meˆme point ( 1− Tr/T ) q˙ est
nul, de meˆme que ~uh . ~Fh. Ces deux dernie`res conditions correspondent a` une absence de chauffage
diffe´rentiel (q˙ = 0 ou T = Tr), avec une absence de dissipation due a` la viscosite´ ou a` la friction
avec le sol.
Cette loi de Bernoulli est importante car elle montre qu’il y a un ve´ritable e´change entre les
trois formes d’e´nergie ek, ep = Φ et ah. L’enthalpie utilisable acquiert a` ce titre une signification
physique locale en tant que re´servoir e´nerge´tique, au meˆme titre que l’enthalpie qui ve´rifie elle aussi
une loi de Bernoulli ou` le chauffage diffe´rentiel ( 1− Tr/T ) q˙ est remplace´ par le chauffage direct
q˙.
2.6.2 La loi de conservation globale.
On part de la loi locale de Bernoulli (102) que l’on re´e´crit sous la forme alternative d/dt(ah+
ek) = −B(Φ) + (1− Tr/T ) q˙ − d. Par inte´gration sur l’ensemble de l’atmosphe`re, ah devient Ah
alors que ek devient Ek. La de´rive´e de la somme Ak + Ek s’e´crit
d
d t
(Ah + Ek) =
d
d t
[ ∫ ∫ ∫
M
ρ ( ah + ek ) dx dy dz
]
=
∫ ∫ ∫
M
ρ
d
d t
( ah + ek ) dx dy dz .
L’inte´grale de B(Φ) sur le globe e´tant nulle — il reste l’inte´grale du flux de Φ normal a` la
surface terrestre —, on obtient par remplacement de d/dt(ah + ek) :
d
d t
(Ah + Ek) =
∫ ∫ ∫
M
(
1−
Tr
T
)
q˙ dm −
∫ ∫ ∫
M
( d ) dm , (103)
ou` l’e´le´ment de masse est dm = ρ dx dy dz et ou` d = ~uh . ~Fh. La relation (103) indique qu’en
absence de chauffage diffe´rentiel (1− Tr/T ) q˙ et en absence de dissipation d la somme Ah + Ek
est conserve´e. L’enthalpie utilisable globale Ah apparaˆıt bien comme un re´servoir qui communique
avec l’e´nergie cine´tique globale Ek.
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2.6.3 La constante Tr.
La source de Ah + Ek est donc le chauffage diffe´rentiel global
∫∫∫
M
(1 − Tr/T ) q˙ dm . En
appliquant les ide´es de Lorenz (1967) et de Pearce (1978), il paraˆıt souhaitable que tout chauffage
uniforme q˙ = Cste induise une production nulle de Ah + Ek, ce qui impose qu’a` chaque instant∫∫∫
M [ 1− Tr(t)/T ] dm = 0. Mais, avec cette de´finition, la tempe´rature Tr(t) de´pend du temps et
on utilisera une contrainte plus ge´ne´rale qui va rendre Tr constant dans le temps.
La tempe´rature Tr sera de´termine´e dans cette the`se en disant que tout chauffage uniforme dans
l’espace et sur un certain intervalle de temps ∆t = t2−t1 implique une production nulle de Ah+Ek.
On obtient la relation inte´grale suivante ou` M est la masse totale de l’atmosphe`re :
1
Tr
=
1
∆ t
∫ t2
t1
[ ∫ ∫ ∫
M
1
T
dm
M
]
dt , (104)
1/Tr e´tant ainsi la moyenne spatio-temporelle de 1/T . Une valeur caracte´ristique de Tr est 250K
dans les conditions climatiques actuelles.
2.6.4 La constante pr.
Une des proprie´te´s qui doit eˆtre ve´rifie´e par la fonction enthalpie utilisable est que Ah =
AT + Ap = 0 pour une certaine distribution de T et de p que l’on peut identifier avec un ”e´tat
de re´fe´rence”.
La proprie´te´ locale ” aT = cp Tr F(T/Tr − 1) = 0 ⇐⇒ T = Tr ” indique que l’inte´grale AT est
nulle pour une atmosphe`re isotherme a` la tempe´rature Tr. On le ve´rifie en utilisant la proprie´te´ de
positivite´ de la fonction quadratique F(X) = X − ln(1 +X) = X2/2 + o(X2).
A l’inverse, la composante ap = R Tr ln(p/pr) peut prendre un signe quelconque et l’inte´grale
Ap = R Tr
∫∫∫
M ln[p/pr(t)] dm = 0 est nulle si ln[pr(t)] est la moyenne spatiale de ln(p).
On pourra de´finir la pression pr de manie`re similaire a` Tr en imposant l’annulation de Ap en
moyenne sur l’atmosphe`re et sur un certain intervalle de temps :
ln(pr) =
1
∆ t
∫ t2
t1
[ ∫ ∫ ∫
M
ln(p)
dm
M
]
dt , (105)
ln(pr) e´tant alors la moyenne spatio-temporelle de ln(p). Une valeur caracte´ristique de pr est
p00/e ≈ 368 hPa (la valeur de pr pour une colonne hydrostatique s’e´tendant de la pression p00 =
1000 hPa jusqu’a` p = 0).
Il est toutefois possible de choisir d’autres de´finitions pour pr puisque la valeur exacte de pr
n’influence pas les calculs nume´riques des cycles (56) et (82), sinon pour le calcul de la composante
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ap elle-meˆme. Mais cette composante n’intervient dans les e´quations que par le terme de bord
B(ap) = Rω Tr / p qui ne de´pend pas explicitement de pr. L’inte´reˆt de de´finir pr a` l’aide de (105)
par annulation de Ap re´side dans la volonte´ de se rapprocher des re´sultats de Pearce (1978) ou`
implicitement Ap = 0.
2.7 Les ge´ne´ralisations.
L’introduction en (2.1) de la fonction enthalpie utilisable massique a permis la construction de
cycles e´nerge´tiques de plus en plus complexes. Le chemin principal de l’e´nergie (41) entre ap, aT ,
ek et Φ a d’abord e´te´ obtenu en (2.1). On a ensuite se´pare´ les champs en deux e´chelles spatiales :
les moyennes isobares (ξ) et les perturbations par rapport a` celles-ci ( ξ′). Le cycle d’ordre 1 qui
en de´coule est donne´ par le syste`me (56) de la section (2.4.2). Le cycle le plus complet (82) de la
section (2.5.2) provient de la de´finition de trois e´chelles spatiales : les moyennes isobares ξ = ξλ ϕ, les
e´carts entre les moyennes zonales et les moyennes isobares ξλϕ = ξ
λ−ξλ ϕ, les e´carts entre les valeurs
des champs et leurs moyennes zonales ξλ = ξ − ξλ. Ce dernier cycle, d’ordre 2, e´tend l’approche
me´te´orologique de Lorenz au cas des domaines limite´s aux frontie`res ouvertes.
En guise de ge´ne´ralisation, il serait souhaitable que la formulation mathe´matique de ce cycle
d’ordre 2 soit inde´pendante des directions horizontales du repe`re local, afin d’obtenir une application
optimale de (82) a` l’e´tude e´nerge´tique d’un domaine limite´ quelconque. Le proble`me se pose par
exemple pour une circulation de brise ou` la ligne de coˆte est paralle`le a` la direction nord-sud. Il
serait dans ce cas plus judicieux d’utiliser la se´paration en ξ, ξϕλ = ξ
ϕ − ξλϕ et ξϕ = ξ − ξϕ
des champs, la syme´trie e´vidente de cette circulation particulie`re justifiant l’emploi de la moyenne
me´ridienne ξϕ au lieu de la moyenne zonale ξλ. On peut aussi poser le proble`me de l’inclinaison
des zones de vents forts qui justifierait l’utilisation de repe`res paralle`les a` ces jets, les axes formant
un certain angle avec les directions zonales et me´ridiennes naturelles.
Une telle e´tude n’a pas e´te´ aborde´e, mais il semble qu’un changement de repe`re impliquant une
rotation globale de toutes les variables thermodynamiques et cine´matiques laisse invariant le cycle
(82). Cette invariance est obtenue si les composantes u et v de ~uh, celles de ~Fh, les ope´rateurs
de´rive´es partielles ∂x et ∂y, ainsi que les moyennes ξ
λ ϕ, ξλ et ξϕ sont tous de´finis en accord
avec les nouvelles directions des axes de coordonne´es λ⋆ et ϕ⋆. Ce changement de repe`re doit
en particulier pre´server la ge´ome´trie sphe´rique, les angles et les distances. La transformation qui
convient est une rotation rigide tridimensionnelle globale des axes de coordonne´es. On voit sur les
e´quations de base (27) a` (29) que le seul terme qui poserait un proble`me est l’acce´le´ration de Coriolis
− f ~k × ~uh ou` la de´pendance de f en 2 Ω sin(ϕ) dans le repe`re naturel ge´ographique ne serait
plus aussi simple apre`s rotation du poˆle (la partie en sin(ϕ) devient une fonction complexe des
nouvelles coordonne´es λ⋆ et ϕ⋆). Mais ce terme de Coriolis disparaˆıt apre`s la multiplication scalaire
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avec ~uh pour donner l’e´quation (30) qui constitue la base des cycles (56) et (82). L’invariance des
e´quations de l’e´nerge´tique atmosphe´rique vis a` vis de la rotation des axes de coordonne´es ne´cessite
donc l’absence de travail de la force de Coriolis, ce qui est vrai.
Une autre ge´ne´ralisation consiste a` poursuivre les se´parations de l’e´nergie utilisable Ah et de
l’e´nergie cine´tique Ek en e´chelles de perturbations zonales de plus en plus fines, a` l’aide d’un
examen se´pare´ du comportement de chaque harmonique zonale de Fourier Ah(n) et Ek(n). Il s’agit
d’obtenir concre`tement les e´quations d’e´volution des Ah(n) et Ek(n) pour une troncature n = 0 a`
N . Cette me´thode a` e´te´ applique´e a` l’e´tude de nombreuses circulations atmosphe´riques, a` la suite
des travaux de Saltzman (1957). On citera comme exemple l’article de Depradine (1980).
Il est e´galement possible de s’en tenir a` la se´paration de Lorenz et au calcul des termes du cycle
(82), puis de re´aliser a` partir des re´sultats nume´riques obtenus une analyse de Fourier temporelle
des termes afin d’e´valuer l’intensite´ des diffe´rentes fre´quences dans les e´changes e´nerge´tiques (pour
les re´servoirs, les conversions, les termes de bord, les sources et les puits).
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3 L’ENERGIE UTILISABLE EN METEOROLOGIE.
A l’exception de l’expose´ en (1.2) de l’historique du concept thermodynamique d’exergie, la
notion d’enthalpie utilisable et les proprie´te´s qui en de´coulent n’ont e´te´ brie`vement compare´es dans
le chapitre (2) qu’aux deux approches me´te´orologiques de Lorenz (1955, 1967) et de Pearce (1978).
Ce chapitre (3) est consacre´ a` une pre´sentation succincte de l’ensemble des e´tudes atmosphe´riques
juge´es importantes. Comme en thermodynamique, on constatera que le concept d’e´nergie utilisable
a e´te´ aborde´ en me´te´orologie avec des points de vue fort nombreux et souvent diffe´rents. Il ne faut
pas exclure que certaines contributions originales aient pu e´chapper a` l’inventaire qui va suivre.
3.1 Margules.
Un des premiers expose´s me´te´orologique spe´cifiquement consacre´ a` la notion d’e´nergie utilisable
est celui de Margules (1905) — ”On the energy of storms” — qui a e´te´ commente´ et repris par
Normand (1946).
La motivation de Margules est la recherche d’une explication a` l’origine et au maintien des
syste`mes perturbe´s et des tempeˆtes, en mettant l’accent sur la cre´ation de l’e´nergie cine´tique.
La premie`re constatation est qu’il est improbable que toute l’e´nergie potentielle ou thermique
cre´e´e par les e´changes de chaleur puisse eˆtre inte´gralement transforme´e en e´nergie cine´tique. On
remarque en effet qu’une masse de 1 kg posse´dant la vitesse importante de 30ms−1 correspond a`
une e´nergie cine´tique de 450J . Or, une simple e´le´vation isobare de la tempe´rature de 1K pour cette
meˆme masse cre´e une augmentation de son e´nergie interne de 1004 J . Il y a donc un de´se´quilibre
frappant entre les effets thermique et cine´matique au sein de l’atmosphe`re.
Margules construit son raisonnement sur l’e´tude de colonnes finies d’atmosphe`re qui sont par
hypothe`se isole´es des influences exte´rieures (elles sont par exemple entoure´es de murs verticaux).
La partie supe´rieure de ces colonnes est ferme´e par un piston de pression constante et leur base est
constitue´e par la surface terrestre qui est suppose´e plane. On se reportera a` la figure (17 a).
En partant d’un e´tat quelconque de cette colonne repre´sente´ sur la figure (17 b) par les surfaces
d’e´gale entropie θ4 > · · · > θ1, Margules de´montre que tout autre e´tat de la colonne obtenu a` partir
de (b) par une e´volution adiabatique de chaque e´le´ment de masse (sans e´change de chaleur ni de
friction) doit posse´der la meˆme e´nergie totale. Autrement dit ∆(Ec + Ep + Ei) = 0.
Si la colonne (b) est initialement au repos sans eˆtre en e´quilibre thermodynamique, elle se met
naturellement en mouvement et cherche a` atteindre un e´tat final (c) d’e´quilibre stable. Margules
postule que cet e´tat est stratifie´, les surfaces isobares et les isothermes e´tant horizontales, ainsi que
les surfaces d’e´gale entropie. Par ailleurs, l’entropie s = cp ln(θ)+C
ste et la tempe´rature potentielle
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Fig. 17 – Margules (1905) et la notion de redistribution adiabatique de la masse d’une colonne
atmosphe´rique. (a) : une colonne isole´e ; (b) : une distribution de tempe´rature potentielle ve´rifiant
θ1 < · · · < θ4 ; (c) : la redistribution adiabatique stratifie´e associe´e.
θ = T (p00/p)
κ doivent eˆtre des fonctions croissantes de z dans l’e´tat final.
Pour construire l’e´tat d’e´quilibre stable, on part de l’e´tat initial ou` on recherche les masses de
plus petite entropie que l’on place au bas de la colonne finale. On proce`de ensuite en prenant les
entropies de plus en plus e´leve´es de manie`re a` former progressivement, par empilement, l’e´tat final
stratifie´ horizontalement et d’entropie croissante avec z. Dans cet e´tat stratifie´, les masses de meˆme
entropie peuvent eˆtre interchange´es sans modifier la structure thermodynamique de la colonne.
La loi de conservation de l’e´nergie totale s’applique a` la transformation de l’e´tat initial (I) a`
l’e´tat final (F) : (Ec + Ep + Ei)I = (Ec + Ep + Ei)F . L’e´nergie cine´tique disponible est alors de´fini
par Margules par l’accroissement maximal ∆(Ec) = (Ec)F − (Ec)I = (Ep + Ei)I − (Ep + Ei)F .
L’expression (Ep + Ei)F est la plus petite valeur que la somme des e´nergies potentielle et interne
peut acque´rir au cours de n’importe quelle e´volution adiabatique qui part de l’e´tat initial.
Margules appelle EPT = Ep+Ei l’e´nergie potentielle totale de la colonne. Pour une atmosphe`re
hydrostatique avec dp = −ρg dz et p = ρRT , on trouve pour une colonne de base unite´ s’e´tendant
de p0(z0) a` ph(zh) < p0 :
Ep =
∫ zh
z0
( g z ) ρ dz =
∫ p0
ph
z dp = [ z p ]p0ph +
∫ zh
z0
(R T ) ρ dz ,
ou` on a re´alise´ une inte´gration par parties. Mais l’enthalpie H de la colonne est l’inte´grale de
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h = ei + R T . L’e´nergie potentielle totale de la colonne finie s’e´crit finalement
EPT = Ep + Ei =
∫ zh
z0
( g z + ei ) ρ dz = H + [ z p ]
p0
ph
. (106)
L’e´galite´ H = Ep + Ei entre l’enthalpie et l’EPT n’est obtenue que si le terme tout inte´gre´ est
nul, c’est a` dire si z0 p0 = 0 et zh ph → 0. Comme p0 6= 0, z0 p0 = 0 ne´cessite une absence de
relief (z0 = 0). Le terme zh ph quant a` lui ne tend vers 0 que pour les tre`s grandes altitudes (ph
de´croˆıt exponentiellement avec zh).
L’application de la me´thode de Margules a` des situations concre`tes montre que des colonnes
re´alistes d’atmosphe`re en de´se´quilibre thermodynamique peuvent ge´ne´rer apre`s re´arrangement adia-
batique de leur masse des vents de l’ordre de 15ms−1 correspondant a` ∆(Ec) ≈ 225 J . Meˆme si
l’hypothe`se d’isolement thermique et me´canique de la colonne est irre´aliste, les valeurs obtenues
pour l’e´nergie cine´tique libe´rable sont en bon accord avec les observations.
L’ide´e novatrice importante qu’il faut retenir de l’e´tude de Margules est l’introduction de l’e´tat
final stratifie´ d’e´nergie potentielle totale EPT = Ep +Ei minimale. Cet e´tat final est accessible a`
partir d’une colonne d’atmosphe`re apre`s un re´arrangement adiabatique des e´le´ments de masse de
cette colonne.
La me´thode pre´conise´e par Margules n’a gue`re e´te´ applique´e dans dans sa forme originelle, sinon
dans les ouvrages pe´dagogiques sur l’e´nerge´tique de l’atmosphe`re. On mentionnera toutefois l’essai
de Quinet (1972) comme un exemple de calcul direct de l’e´nergie disponible de Margules A =
(Ep + Ei)I − (Ep + Ei)F .
Il faut enfin mentionner que Margules ne fait pas re´fe´rence aux e´tudes de Thomson, Maxwell,
Gibbs, Gouy ou Stodola. Il ne fait pas de liaison entre les notions thermodynamiques d’e´nergie et
d’enthalpie utilisables et le concept d’e´nergie cine´tique disponible, marquant et orientant ainsi un
bon nombre des e´tudes me´te´orologiques ulte´rieures.
3.2 Lorenz.
On aborde ici une des contributions majeures de l’e´nerge´tique atmosphe´rique. Il ne sera pas
possible de de´crire en de´tails tous les calculs qui, par ailleurs, sont devenu classiques dans les ou-
vrages de me´te´orologie dynamique. On prendra toutefois la peine de de´crire assez pre´cise´ment les
hypothe`ses ne´cessaires a` l’obtention des termes e´nerge´tiques de Lorenz. Les e´quations d’e´volution
et les cycles seront ensuite simplement e´nonce´s, sans de´monstration et en ayant pour but la com-
paraison avec les re´sultats obtenus dans la partie (2.5) de cette the`se.
L’approche de Margules a fortement influence´ les travaux de Lorenz dont les the´ories traitant
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de l’atmosphe`re se`che de´butent avec l’article de 1955 qui a e´te´ poursuivi par l’e´tude de 1960, une
synthe`se e´tant propose´e dans la contribution de 1967.
En 1955, Lorenz part des acquis de Margules en ge´ne´ralisant ses re´sultats e´tablis pour des co-
lonnes verticales au cadre de l’atmosphe`re prise dans son ensemble. Pour Lorenz, l’atmosphe`re est
constitue´e d’une juxtaposition de telles colonnes s’e´tendant du sol ou` la pression est pS jusqu’a` la
limite supe´rieure qui est de pression nulle. Pour une colonne de surface unite´ qui est par hypothe`se
homoge`ne horizontalement, la somme des e´nergies interne et potentielle forme l’e´nergie potentielle
totale EPT col. = (Ep)col. + (Ei)col. de Margules qui est donne´e par (106). Lorenz suppose implici-
tement que le terme tout inte´gre´ [ z p ] pS0 est nul, ce qui traduit une absence de relief ( zS = 0).
On obtient alors pour une colonne d’atmosphe`re en e´quilibre hydrostatique une simple e´galite´ entre
l’e´nergie potentielle totale et l’enthalpie :
EPT col. = Hcol. =
∫
∞
0
h ρ dz =
∫ pS
0
h
dp
g
.
Pour calculer la fonction enthalpie h , on doit se donner une re´fe´rence h0 qui ve´rifie h = cp T +
(h0 − cp T0). Le terme entre parenthe`se h0 − cp T0 est une constante quand on traite de l’air sec de
composition invariable et son inte´grale sur la colonne sera note´ C0 . On a donc
EPT col. =
∫ pS
0
cp T
dp
g
+ C0 . (107)
Lorenz utilise ensuite la tempe´rature potentielle θ = T (p00/p)
κ comme variable verticale, en
supposant que ∂(θ)/∂z > 0, ce qui traduit une absence d’instabilite´ verticale se`che en rendant licite
le changement de variable p ↔ θ . On obtient apre`s substitution et inte´gration par parties en θ
de (107) :
EPT col. =
cp
g p00κ
∫ pS
0
θ pκ dp + C0 (108)
=
cp
g (κ+ 1) p00κ
( [
θ pκ+1
]pS
0
+
∫
∞
θS
pκ+1 dθ
)
+ C0 .
La variable θ varie de θS a` +∞ entre le sol et la limite supe´rieure de pression nulle. Regardons
d’abord le terme tout inte´gre´ [ θ pκ+1 ]
pS
0 . Pour p → 0, le produit θp
κ+1 varie comme T pp00
κ qui tend
vers 0 avec p. Il reste le terme θS pS
κ+1 qui peut eˆtre transforme´ si on prolonge mathe´matiquement
la pression p pour 0 ≤ θ ≤ θS . On pose p(θ ≤ θS) ≡ pS . Dans ces conditions, l’inte´grale de p(θ)
entre θ = 0 et θ = θS est e´gale a` θS pS
κ+1 et l’enthalpie de la colonne s’e´crit finalement sous la
forme
EPT col. = Hcol. =
cp
g (κ+ 1) p00κ
∫
∞
0
pκ+1 dθ + C0 .
On trouve pour l’ensemble de l’atmosphe`re
EPT = H =
cp
g (κ+ 1) p00κ
∫ ∫
S
( ∫
∞
0
pκ+1 dθ + C0
)
dΣ , (109)
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alors que l’inte´grale de (108) donne
EPT = H =
cp
g p00κ
∫ ∫
S
( ∫ pS
0
θ pκ dp + C0
)
dΣ . (110)
3.2.1 L’APE de Lorenz.
C’est par l’interme´diaire de ces deux formulations de l’EPT – (109) et (110) – que Lorenz
a propose´ en 1955 et 1960 les de´finitions suivantes de l’e´nergie potentielle utilisable APE et de la
stabilite´ statique globale GSS.
L’e´nergie potentielle utilisable est la partie de l’EPT ou de l’enthalpie globale de l’atmosphe`re
qui est virtuellement convertible en e´nergie cine´tique. Or on sait en suivant les ide´es de Margules
que l’e´tat de re´fe´rence qui posse`de une enthalpie minimale et une e´nergie cine´tique maximale est
repre´sente´ par une configuration stratifie´e des champs p, T et θ en fonction de la hauteur z au
dessus de la surface terrestre.
On ve´rifie l’hypothe`se de Margules en partant de la forme (109) de H . Si l’e´tat de re´fe´rence est
obtenu a` partir de l’e´tat re´el par un re´arrangement adiabatique des particules atmosphe´riques, la
masse comprise entre deux surfaces quelconques d’e´gale entropie est conserve´e. La pression en tout
point de l’e´tat de re´fe´rence a donc pour valeur la moyenne de la pression sur la surface d’e´gale
entropie de meˆme tempe´rature potentielle θ dans l’e´tat re´el. On note pr(θ) = < p >θ cette pression
de l’e´tat de re´fe´rence. Le re´arrangement est sche´matise´ par les figures (18 a) et (18 b). L’e´nergie
potentielle utilisable de Lorenz est obtenue en calculant la diffe´rence entre H et Hr :
APE = H − Hr =
cp
g (κ+ 1) p00κ
∫ ∫
S
∫
∞
0
(
pκ+1 − [pr(θ)]
κ+1
)
dθ dΣ . (111)
On remarque que la constante arbitraire C0 disparaˆıt lors du passage de (109) a` (111). Ce re´sultat
e´tait souhaite´, l’APE devenant ainsi inde´pendante des origines conventionnelles des fonctions
e´nergie potentielle et e´nergie interne. Le fait que C0 ait la meˆme valeur dans l’e´tat re´el et dans
l’e´tat de re´fe´rence est une conse´quence de la conservation de la masse au cours du re´arrangement.
D’autre part la fonction APE est bien positive et elle est nulle uniquement pour l’e´tat de re´fe´rence.
On peut le ve´rifier en toute rigueur puisque κ = R/cp > 0⇒ < pκ+1 >θ − (< p >θ)
κ+1 ≥ 0, mais
on le voit de´ja` en re´alisant un de´veloppement limite´ a` l’ordre deux en p∗ = p − pr(θ) :
APE ≈
R
2 g p00κ
∫ ∫
S
∫
∞
0
[pr(θ)]
κ+1
(
p∗
pr(θ)
)2
dθ dΣ . (112)
L’APE de´pend, d’apre`s cette forme (112), de la variance de la pression sur les surfaces d’e´gale
entropie et elle est bien positive. L’annulation se produit pour p∗ = 0 ⇒ p = pr(θ) en tout point
de l’atmosphe`re, ce qui signifie que l’e´tat est stratifie´ horizontalement et qu’il co¨ıncide avec l’e´tat
de re´fe´rence de l’APE.
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Fig. 18 – Les e´tats de re´fe´rence de Lorenz. En (a) une distribution quelconque de θ. En (b) l’e´tat de
re´fe´rence de l’e´nergie potentielle utilisable. En (c) l’e´tat de re´fe´rence de la stabilite´ statique globale.
3.2.2 La GSS de Lorenz.
De manie`re analogue a` l’e´nergie potentielle utilisable, la stabilite´ statique globale est une
quantite´ qui mesure l’e´cart de l’atmosphe`re a` un e´tat the´orique de re´fe´rence qui est repre´sente´ sur
la figure (18) par le diagramme (c) ou` les surfaces d’e´gale entropie ont e´te´ rendues verticales apre`s
un re´arrangement adiabatique de la masse. En partant de la forme (110) de H et en remarquant que
dans ce nouvel e´tat de re´fe´rence stratifie´ verticalement chaque colonne verticale a une tempe´rature
potentielle constante, on de´finit la stabilite´ statique globale par la diffe´rence HG−H . L’expression
de l’enthalpie HG de cet e´tat de re´fe´rence est obtenue en remplac¸ant dans (110)
∫ pS
0 θ p
κ dp =
θ pS
κ+1/(1 + κ) par l’inte´grale
∫ pS
0 θ pS
κ/(1 + κ) dp. La diffe´rence GSS = HG−H a donc pour
expression
GSS =
cp
g p00κ
∫ ∫
S
∫ pS
0
θ
(
pS
κ
1 + κ
− pκ
)
dp dΣ . (113)
On peut alors modifier, comme pour le cas de l’APE, l’inte´grale de (113) en utilisant la variable
verticale θ et en supposant que ∂θ/∂z > 0. On trouve apre`s inte´gration par parties :
GSS =
cp
g (κ+ 1) p00κ
∫ ∫
S
∫
∞
θS
(pS
κ − pκ) p dθ dΣ . (114)
Une autre fac¸on d’exprimer (114) en revenant a` la coordonne´e verticale pression est
GSS = −
cp
g (κ + 1) p00κ
∫ ∫
S
∫ pS
0
(pS
κ − pκ) p
∂θ
∂p
dp dΣ . (115)
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On obtient une moyenne ponde´re´e du terme de stabilite´ statique ∂θ/∂z = − ρ g ∂θ/∂p, d’ou`
le nom donne´ a` GSS. Comme pour l’e´nergie potentielle utilisable de Lorenz, la stabilite´ statique
globale est positive et n’est pas influence´e par la constante arbitraire C0. La proprie´te´ GSS ≥ 0 se
de´montre a` partir de l’expression (114) en observant que pS
κ > pκ en tout point de chaque colonne
et que ∂θ/∂p < 0.
3.2.3 Les interpre´tations globales de l’APE et de la GSS.
Les re´sultats pre´ce´dents indiquent que dans l’hypothe`se tre`s the´orique ou` l’atmosphe`re ne
peut e´voluer qu’a` travers des mouvements adiabatiques – c’est a` dire q˙ = 0 ou encore d/dt(θ) = 0
–, les deux e´tats de Lorenz repre´sentent des extremums de l’enthalpie. On a en effet pour tout
re´arrangement adiabatique de la masse : HG ≥ H ≥ Hr. Le maximum HG est atteint pour
GSS = 0 alors que le minimum Hr correspond a` APE = 0.
En pre´sence d’une transformation re´elle de l’atmosphe`re (q˙ 6= 0), les e´tats de re´fe´rence e´voluent
au cours du temps, ce qui implique que les changements de l’e´nergie potentielle utilisable et de la
stabilite´ statique globale sont provoque´s par les modifications conjointes de H et Hr pour l’APE,
celles de HG et H pour la GSS. Les ine´galite´s HG(t) ≥ H(t) ≥ Hr(t) restent ve´rifie´es a` tout
instant, on a donc APE(t) ≥ 0 et GSS(t) ≥ 0.
Trois points importants doivent eˆtre mentionne´s pour souligner le caracte`re essentiellement global
des deux fonctions APE et GSS. Les inte´grations par parties qui conduisent aux e´quations (111)
et (114) font que les fonctions pκ(λ, ϕ, θ), pr
κ(θ) et p(λ, ϕ, θ) pS
κ(λ, ϕ) qui forment les inte´grandes
des inte´grales verticales sur la variable θ ne repre´sentent pas des termes spe´cifiques attache´s a` un
point particulier. On re´sume le proble`me en disant que les inte´grations par parties ”de´localisent”
les termes physiques selon la verticale.
D’autre part, le fait de re´unir les enthalpies HG et H , de meˆme que H et Hr, en des inte´grales
uniques GSS et APE est certes fonde´ mathe´matiquement, mais les points de coordonne´es (λ, ϕ, θ)
n’ont a priori aucun lien physique quand ils sont pris dans l’e´tat re´el et dans les deux e´tats de
re´fe´rence. On ne sait rien de la position re´elle d’arrive´e des particules fluides apre`s les re´arrangements
adiabatiques qui conduisent aux e´tats de re´fe´rence.
De plus, la forme meˆme des e´le´ments de masse est modifie´e. Si on a dans l’e´tat re´el une particule
fluide e´le´mentaire de masse ρ dx dy dz = − g−1 (∂p/∂θ) dx dy dθ, la meˆme particule a pour masse
dans l’e´tat de re´fe´rence de l’APE : − g−1 (∂pr/∂θ) dxr dyr dθ. Comme (∂p/∂θ) 6= (∂pr/∂θ) on
doit avoir dxr dyr 6= dx dy. Autrement dit, les inte´grales verticales dans l’espace (x, y, θ) ne
repre´sentent pas, pour l’e´tat re´el et les e´tats de re´fe´rence, des colonnes de masses identiques. Il
doit y avoir une compensation horizontale sur les surfaces d’e´gale entropie et ce n’est que dans les
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expressions globales (111) et (114) que les masses sont les meˆmes (e´gales a` celle de l’atmosphe`re).
3.2.4 APE, GSS et e´nergie cine´tique.
Lors d’une e´volution adiabatique de l’atmosphe`re prise dans son ensemble, l’e´nergie potentielle
utilisable se transforme en e´nergie cine´tique et vice versa. En pre´sence de termes de chauffage q˙ 6= 0,
l’e´volution de l’enthalpie globale H =
∫∫∫
M
(h) dm devient :
d
d t
(H) =
∫ ∫ ∫
M
R
p
ω T dm +
∫ ∫ ∫
M
( q˙ ) dm . (116)
A partir des e´quations (111) et (114) ou` pS(λ, ϕ) est suppose´e uniforme, on e´tablit les e´quations
suivantes
d
d t
(APE) =
∫ ∫ ∫
M
R
p
ω T dm +
∫ ∫ ∫
M
(
1 −
[pr(θ)]
κ
pκ
)
q˙ dm , (117)
d
d t
(GSS) = −
∫ ∫ ∫
M
R
p
ω T dm −
∫ ∫ ∫
M
(
1 −
pS
κ
(κ+ 1) pκ
)
q˙ dm , (118)
d
d t
(Ek) = −
∫ ∫ ∫
M
R
p
ω T dm −
∫ ∫ ∫
M
( d ) dm . (119)
On obtient donc les trois relations de conservation
d
d t
(Ek + APE) =
∫ ∫ ∫
M
(
1 −
[pr(θ)]
κ
pκ
)
q˙ dm −
∫ ∫ ∫
M
( d ) dm , (120)
d
d t
(Ek −GSS) =
∫ ∫ ∫
M
(
1 −
pS
κ
(κ+ 1) pκ
)
q˙ dm −
∫ ∫ ∫
M
( d ) dm , (121)
d
d t
(APE +GSS) =
d
d t
(HG −Hr) = −
∫ ∫ ∫
M
(
pr
κ −
pS
κ
κ+ 1
)
q˙
pκ
dm . (122)
On retrouve avec l’e´quation (120) une forme similaire au re´sultat (103) de cette the`se concernant
l’enthalpie utilisable globale. Le chauffage diffe´rentiel de Lorenz est une modulation de q˙ par le
facteur d’efficacite´ ηL = 1− [pr(θ)]
κ/pκ, alors que le facteur d’efficacite´ de l’enthalpie utilisable est
ηT = 1 − Tr/T . Mais si on pose Tθ(θ) = θ [pr(θ)/p00]
κ, alors ηL(θ) = 1 − Tθ/T et on voit que la
diffe´rence entre ηL et ηT est due a` la de´pendance de Tθ avec θ alors que Tr est constant dans
l’e´tude pre´sente.
Pour l’e´quation (121), le facteur d’efficacite´ est ηS = 1− pSκ/[(κ+ 1) pκ]. Avec pS ≈ 1000 hPa,
on trouve pS/(κ+ 1)
1/κ ≈ 415hPa et ηS est positif dans la basse troposphe`re, pour p > 415hPa.
Le caracte`re diffe´rentiel joue pour GSS entre la basse troposphe`re et les couches situe´es au dessus.
Le terme de production de GSS posse`de ainsi un comportement qui est proche de celui de l’APE,
avec un signe contraire.
L’ensemble de ces remarques indique que la stabilite´ statique globale repre´sente en quelque sorte
le comple´mentaire de l’APE entre les valeurs extreˆmes Hr et HG (voir la figure 19 a). Mais
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Fig. 19 – Une repre´sentation sche´matique des trois quantite´s APE, GSS et Ek. Sur la figure (a) :
une vision utilisant les axes de l’enthalpie et de l’e´nergie cine´tique. Sur la figure (b) : la vision en
termes de re´servoirs e´nerge´tiques.
il ne faut pas confondre la quantite´ GSS avec l’e´nergie potentielle inutilisable UPE qui est le
comple´mentaire de l’APE dans l’enthalpie H : UPE = H − APE.
Pour des e´volutions adiabatiques et sans dissipation, les e´quations (120) a` (122) signifient que les
sommes Ek + APE, Ek − GSS et APE + GSS sont constantes. Une baisse de l’APE se fait
ainsi au profit de l’e´nergie cine´tique et de la stabilite´ statique globale, la somme APE + GSS =
HG −Hr restant constante. En particulier, une augmentation de l’e´nergie cine´tique s’accompagne
d’une stabilisation de l’atmosphe`re qui s’explique par la forme de la conversion − R ω T / p
dont la partie − R ω′ T ′ / p montre que l’APE de´croˆıt et Ek augmente si les zones chaudes
montent (dp/dt < 0) et si les zones froides descendent (dp/dt > 0). Ces processus impliquent une
augmentation de la stabilite´ statique locale ∂θ/∂z.
A l’inverse, une baisse de l’APE ne se fait pas force´ment au de´pend de l’e´nergie potentielle
inutilisable. On a d’apre`s (116) et (117) d/dt(UPE) =
∫∫∫
M (pr
κ/pκ)q˙dm et pour une transformation
adiabatique d/dt(UPE) = 0 alors que, dans ce cas, les e´volutions − d/dt(APE), d/dt(GSS) et
d/dt(Ek) sont e´gales au terme de conversion C(APE,Ek) = −
∫∫∫
M Rω T / p dm. On voit ainsi,
a` l’appui de la figure (19 b), que Ek communique de la meˆme fac¸on avec les re´servoirs H et APE
par l’interme´diaire de C(H,Ek) = C(APE,Ek), la partie inutilisable UPE n’e´voluant que par
les chauffages non diffe´rentiels et inefficaces.
Il faut en fait nettement diffe´rencier la stabilite´ statique globale de Lorenz de la composante
de stabilite´ statique AS qui est issue de l’enthalpie utilisable Ah = Ap + AS + AB et qui a e´te´
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introduite historiquement par Pearce (1978). Dans cette the`se, AS est une partie de Ah et son
e´volution de´pend d’apre`s (56) et (65) d’un chauffage diffe´rentiel (1− Tr/T ) q˙, comme pour GSS.
Cet e´ventuel rapprochement entre AS et GSS a e´te´ propose´ par quelques personnes et il fallait
de´crire pre´cise´ment les diffe´rences et les similitudes entre les deux quantite´s.
3.2.5 Ordres de grandeur.
La forme dite exacte de l’APE (111) posse`de une approximation donne´e par l’inte´grale (112).
Mais il est mal commode de travailler avec la coordonne´e θ. Une expression encore plus approche´e
a e´te´ obtenue par Lorenz a` la suite de nombreuses hypothe`ses qui ne seront pas expose´es ici. Elle
utilise la coordonne´e verticale p (ou z) :
APE ≈ AL=
∫ ∫ ∫
M
aL dm =
∫ ∫ ∫
M
g
2
(T ′)2
σ
dm =
∫ ∫
S
∫ pS
0
(T ′)2
2 σ
dp dΣ (123)
ou`, comme dans l’e´quation (2) de la section (1.1.2), T ′ = T − T est l’e´cart a` la moyenne isobare
T (p) et ou` σ est un parame`tre de stabilite´ lie´ au profil vertical de T (p) :
σ (p) =
g p
R
[
R
cp
T
p
−
∂T
∂p
]
= −
g T
R
∂ ln(θ)
∂ ln(p)
= −
g T
R cp
∂ s
∂ ln(p)
. (124)
La forme approche´e AL de´pend ainsi de la variance de la tempe´rature sur les surfaces isobares
entourant le globe, mais aussi du parame`tre de stabilite´ σ(p) qui est lie´ a` la variation selon la
verticale de la moyenne isobare de l’entropie − ∂ s/∂ ln(p)
On doit comparer l’ordre de grandeur de l’e´nergie potentielle AL donne´e par (123) avec celui de
l’enthalpie qui correspond, d’apre`s (107), a`
∆(H) = H − H0 =
∫ ∫
S
∫ pS
0
cp (T − T0)
g
dp dΣ , (125)
ou` T0 est une valeur caracte´ristique constante (par exemple 250K). Comparer AL et ∆(H) revient
a` comparer les valeurs des inte´grandes (T ′)2 / (2 σ) et cp | T − T0 | /g en prenant typiquement
| T ′ | ≈ 15K et | T − T0 | ≈ 30K. Pour e´valuer σ on se sert de la dernie`re expression de (124)
ou` dans la troposphe`re ∂ s/∂ ln(p) ≈ cp ⇒ σ ≈ − g T / R. On s’est place´ hors de la couche
limite ou` on pourrait avoir localement ∂ s/∂ ln(p) = 0 dans les zones neutres. On trouve finalement
σ ≈ 2K2 m−1 et les quantite´s H −H0, AL et Ek sont approximativement dans les proportions
cp | T − T0 | /g, (T
′)2 / (2 σ) et ‖~uh‖
2 / (2 g), soit respectivement 3000m, 55m et 5m avec
‖~uh‖ ≈ 10ms−1. On obtient Ek/∆H ≈ 1/600 et Ek/AL ≈ 1/10, avec AL/∆H ≈ 1/60. Ainsi, AL
est tre`s infe´rieure a` ∆H est on est bien dans le cadre de la figure (19 b) ou` Ek communique avec
un sous re´servoir AL qui ne posse`de qu’un seul ordre de grandeur d’e´cart, au lieu de plus de deux
entre Ek et ∆H .
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Lorenz a donc re´ussi a` isoler un sous re´servoir de H qui a de bonnes proprie´te´s : il est positif,
nul pour l’atmosphe`re de re´fe´rence, il est en ordre de grandeur peu diffe´rent de Ek et la conversion
adiabatique entre Ek et l’APE est la meˆme que celle entre Ek et H . Mais la forme approche´e
(123) qui seule conduit a` des re´sultats exploitables the´oriquement et nume´riquement posse`de un
inconve´nient important : σ est tre`s faible – voire nul – dans la couche limite ce qui rend les valeurs
de (T ′)2 / (2 σ) tre`s e´leve´es – voire infinies – pre`s du sol. C’est la zone de l’atmosphe`re ou` les
hypothe`ses de Lorenz sont les moins bien ve´rifie´es.
Pour e´valuer l’ordre de grandeur de la stabilite´ statique globale GSS on utilise une forme
approche´e de (115) ou` on pose p ∂θ/∂p ≈ p ∂θ/∂p = −R (p00/p)κ σ/g :
GSS ≈
R cp
g (κ + 1)
( ∫ ∫
S
dΣ
) ∫ pS
0
[ (
pS
p
)κ
− 1
]
σ
dp
g
. (126)
On sait que σ avoisine 1.5 K2 m−1 dans la troposphe`re ou` [(pS/p)
κ − 1] varie de 0 a` 1. Au
dessus, dans la stratosphe`re, σ est proche de 3 K2 m−1 et [(pS/p)
κ − 1] varie typiquement de
0 a` 1 K2 m−1 entre 1000 et 200 hPa , puis atteint 4 K2 m−1 au dessus. Ainsi l’inte´grande
R cp [(pS/p)
κ − 1] σ / [g2 (κ + 1)] varie de 0 et 2000m jusqu’a` 200 hPa, atteignant 9000m au
dessus. On obtient donc en valeur inte´gre´es GSS ≈ ∆H/3 puisque l’inte´grande cp | T − T0 | /g
de ∆H est de l’ordre de 3000 m. Par conse´quent, GSS ≈ 20 AL ≈ 20 APE, ce qui justifie la
disproportion des positions de Hr, H et HG dans le premier sche´ma de la figure (19 a).
3.2.6 Le cycle de Lorenz.
Lorenz s’est servi de la forme approche´e (123) de l’e´nergie utilisable AL pour de´terminer
le cycle d’e´nergie de l’atmosphe`re. Ce cycle global relie entre elles les e´volutions de AL et de
l’e´nergie cine´tique Ek, en ayant auparavant se´pare´ les re´servoirs globaux en quatre composantes :
(AL)Z + (AL)E et (KL)Z + (KL)E .
Si on utilise les notations de la section (2.5.1), les composantes de Lorenz s’e´crivent
(AL)Z =
∫ ∫ ∫
M
g
2 σ
(T λϕ )
2 dm , (127)
(AL)E =
∫ ∫ ∫
M
g
2 σ
(Tλ)
2 dm , (128)
(KL)Z =
∫ ∫ ∫
M
1
2
[
(uλ)2 + (vλ)2
]
dm , (129)
(KL)E =
∫ ∫ ∫
M
1
2
[
(uλ)
2 + (vλ)
2
]
dm . (130)
On voit que la plus grande diffe´rence avec les expressions de la section (2.5.1) de cette the`se
provient de la pre´sence des re´servoirs Ap et AS qui n’existent pas avec l’approche de Lorenz, ainsi
que dans la de´composition adopte´e ici de (KL)Z en KS + KZ .
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D’apre`s les de´veloppements au premier ordre en X de F(X) et en conside´rant les expressions
(73) et (74), les composantes AZ et AE de l’enthalpie utilisable sont les inte´grales des fonctions
[cp Tr/(T )
2] (T λϕ )
2/2 et [cp Tr/(T
λ)2] (Tλ)
2/2. Ces fonctions locales sont proches dans leurs formes
des nume´rateurs des inte´grandes de (AL)Z et (AL)E , alors que l’information apporte´e par le
de´nominateur σ des expressions de Lorenz est en quelque sorte reporte´e dans la composante de
stabilite´ statique AS. De plus, l’inte´grale Ap est nulle par de´finition de pr.
On conclut que l’ensemble constitue´ des re´servoirs AS , AZ et AE qui sont issus de l’enthalpie
utilisable n’est pas fondamentalement diffe´rent du couple (AL)Z et (AL)E de Lorenz. Il faut
conside´rer ces deux approches comme comple´mentaires et sensiblement e´quivalentes tant que l’on
reste a` l’e´chelle globale.
La se´paration de (KL)Z en KS+KZ qui est re´alise´e dans la section (2.5) constitue un changement
par rapport a` la vision de Lorenz et les implications physiques de cette modification vont eˆtre mis
en e´vidence en comparant le cycle d’ordre deux (82) de la section (2.5.2) avec le cycle global de
Lorenz qui s’e´crit : 
∂t(AL)Z = − (CL)A − (CL)Z + (GL)Z ,
∂t(AL)E = + (CL)A − (CL)E + (GL)E ,
∂t(KL)Z = − (CL)K + (CL)Z − (DL)Z ,
∂t(KL)E = + (CL)K + (CL)E − (DL)E .
(131)
Ce cycle (131) n’est pas exact du fait des approximations de la formulation (123) de AL, auxquelles
s’ajoutent les de´veloppements limite´s et les abandons de corre´lations triples lors des calculs des
e´volutions temporelles de (AL)Z et de (AL)E. A l’inverse, on rappelle que tout les termes du cycle
isobare (82) sont e´tablis de manie`re exacte.
Le cycle de Lorenz (131) correspond aux expressions suivantes :
(GL)Z = +
∫ ∫ ∫
M
g
cp σ
(q˙)λϕ (T )
λ
ϕ dm , (132)
(GL)E = +
∫ ∫ ∫
M
g
cp σ
(q˙)λ (T )λ dm , (133)
(DL)Z = −
∫ ∫ ∫
M
( ~uh )
λ . ( ~Fh )
λ
dm , (134)
(DL)E = −
∫ ∫ ∫
M
( ~uh )λ . (
~Fh )λ dm , (135)
et
(CL)Z = −
∫ ∫ ∫
M
R
p
ωλ T λ dm = −
∫ ∫ ∫
M
R
p
ωλϕ T
λ
ϕ dm , (136)
(CL)E = −
∫ ∫ ∫
M
R
p
ωλ Tλ dm , (137)
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Fig. 20 – Les sche´mas des cycles e´nerge´tiques globaux. (a) le cycle de Lorenz. (b) le cycle de
l’enthalpie utilisable.
(CL)A = −
∫ ∫ ∫
M
θ
T
[
( vλ Tλ )
λ ∂
∂y
+ ( ωλ Tλ )
λ ∂
∂p
](
g
σ
T
θ
T λϕ
)
dm , (138)
(CL)K = −
∫ ∫ ∫
M
[
cos(ϕ) ( uλ vλ )
λ ∂
∂y
(
uλ
cos(ϕ)
)
+ ( uλ ωλ )
λ ∂
∂p
(uλ)
]
dm
−
∫ ∫ ∫
M
[
cos(ϕ) ( vλ vλ )
λ ∂
∂y
(
vλ
cos(ϕ)
)
+ ( vλ ωλ )
λ ∂
∂p
(vλ)
]
dm
−
∫ ∫ ∫
M
tan(ϕ)
rT
[
( uλ uλ )
λ + ( vλ vλ )
λ
]
(vλ) dm . (139)
Pour re´aliser une comparaison avec le cycle global d’enthalpie utilisable il suffit d’inte´grer selon la
verticale le cycle (82) en supposant que les moyennes isobares sont e´tendues a` l’ensemble du globe.
Par cette me´thode, les termes de divergence de flux B(· · ·) disparaissent, ainsi que tous les termes
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qui contiennent ω = ωλ ϕ ≡ 0. Pour rendre les cycles plus comparables, on utilisera les notations
KS+Z = KS +KZ et DS+Z = DS +DZ .
Les re´sultats sont sche´matise´s sur la figure (20) qui indique une similitude entre l’approche de
Lorenz et celle de cette the`se. On remarque en inte´grant (87) et (88) que l’on a les e´galite´s strictes
(CL)Z = C(AZ , KZ) et (CL)E = C(AE, KE). On a aussi d’apre`s (67), (95) et (96) (DL)Z = DS+Z
et (DL)E = DE . En revanche, en inte´grant (93) et (94), on observe que les termes de chauffage
diffe´rentiel GZ et GE sont diffe´rents de (GL)Z et (GL)E : GZ est l’inte´grale de [Tr/(T T
λ)] q˙ T λϕ et
GE est l’inte´grale de [Tr/(T T
λ)] q˙ Tλ. Ces expressions ne sont toutefois pas tre`s diffe´rentes de (132)
et (133). Les proprie´te´s du chauffage diffe´rentiel sont en particulier pre´serve´es avec la formulation
de l’enthalpie utilisable du fait de la pre´sence des termes T λϕ et Tλ. Pour la conversion C(AZ , AE) ,
on voit que l’inte´grale de (91) n’est pas tre`s diffe´rente de (CL)A puisqu’on remplace cpTr/(T T
λ) par
g/σ. Pour la conversion C(KS+Z , KE) , les inte´grales de (86) et de (92) conduisent a` une expression
plus simple que celle de (CL)K (on ne garde que les deux premie`res lignes de (139) ou` on a enleve´
les facteurs cos(ϕ) aux nume´rateurs et aux de´nominateurs).
Il est a priori surprenant que les termes C(Φ, KS+Z) et C(Φ, KE) ne soient pas pre´sents dans le
cycle de Lorenz, alors que les autres termes qui touchent les re´servoirs KS+Z et KE sont presque
identiques dans les deux approches. La diffe´rence ne semble pas eˆtre entie`rement due aux disparite´s
constate´es entre les conversions (CL)K et C(KS+Z , KE). Il est en fait possible qu’une erreur se
soit glisser dans l’une ou l’autre des formulations, bien que les calculs lie´s a` l’enthalpie utilisable
soient de´pourvus d’approximation et que de plus les re´sultats ainsi obtenus soient assez proches des
apports poste´rieurs aux articles de Lorenz. On fait ici re´fe´rence aux e´tudes de Brennan et Vincent
(1980) et Michaelides (1987) ou`, comme dans cette the`se, existent des termes note´s BΦZ et BΦE
qui correspondent sensiblement a` C(Φ, KS+Z) et C(Φ, KE) et qui ne sont pas nuls globalement.
3.3 Van Mieghem.
Un des inconve´nients de la me´thode de Lorenz provient du caracte`re irre´aliste de l’e´tat de
re´fe´rence. En effet, l’enthalpie des diffe´rents re´arrangements adiabatiques de l’e´tat re´el pre´sente un
minimum Hr qui correspond a` un e´tat stratifie´ horizontalement. Mais cet e´tat stratifie´ est tre`s
certainement inaccessible dynamiquement et Lorenz (1955) indique lui meˆme qu’un mouvement
purement zonal formant un vortex circumpolaire – en e´quilibre avec une distribution de tempe´rature
ade´quate – est stable et constant dans le temps. Dans ce cas il n’y a pas de transformation de
l’e´nergie utilisable A = H −Hr 6= 0 en e´nergie cine´tique. Il semble donc que l’e´tat de re´fe´rence de
Lorenz est associe´ a` un minimum absolu de l’enthalpie qu’il serait souhaitable de remplacer par un
e´tat d’enthalpie simplement extre´male et plus re´aliste.
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Van Mieghem (1956) a montre´ qu’il e´tait possible de de´finir une e´nergie utilisable modifie´e dont le
ze´ro est, par exemple, associe´ a` cet e´tat de mouvement circumpolaire zonal stable. Cet extremum de
l’e´nergie potentielle totale Ep+Ei est obtenu en employant un principe variationnel. Les e´tudes de
Van Mieghem n’ont cependant pas de´bouche´es sur des re´sultats pratiques tels qu’un cycle d’e´nergie
utilisable comparable a` (82) ou (131).
3.4 Dutton.
La de´marche de Dutton (1967, 1973) constitue une transition entre les deux contributions
pre´ce´dentes et les e´tudes qui suivront.
Dans leur approche de 1967, Dutton et Johnson ont synthe´tise´ et de´veloppe´ les re´sultats de Lorenz
et Van Mieghem en reprenant l’ide´e du calcul des extremums par une me´thode variationnelle. Ils ont
e´galement propose´ d’e´tendre le domaine de validite´ du concept d’e´nergie potentielle utilisable au cas
des processus non-hydrostatiques. Mais les deux apports fondamentaux de cette synthe`se de 1967
sont d’une part la volonte´ de rechercher un lien entre l’e´nergie utilisable et l’entropie de l’atmosphe`re,
d’autre part la remarque qu’une recherche des e´tats de re´fe´rences pertinents n’est justifie´e que
si l’atmosphe`re tend ve´ritablement a` atteindre ces e´tats. La queˆte de tels e´tats attracteurs de
l’atmosphe`re ne pouvant probablement pas aboutir analytiquement, Dutton et Johnson plaident en
de´finitive pour conside´rer l’e´nergie utilisable comme un simple guide pour comprendre la nature des
transformations e´nerge´tiques. Pour eux ce concept d’e´nergie utilisable ne peut pas servir d’outil pour
expliquer en de´tail l’organisation de la circulation ge´ne´rale, il n’est en particulier pas possible de se
servir de cette approche pour discerner comment l’atmosphe`re privile´gie telle ou telle organisation
de sa dynamique et de sa thermodynamique.
Dans la contribution de 1973, Dutton approfondit l’examen des liens entre l’entropie, l’e´nergie
totale et la masse de l’atmosphe`re. Il fait re´fe´rence a` l’e´tude thermodynamique de Gibbs (1873) et
il de´finit une quantite´ N qu’il appelle ”e´nergie entropique”. L’ide´e maˆıtresse est de tenir compte de
la deuxie`me loi de la thermodynamique et d’abandonner l’e´tat de re´fe´rence de Lorenz d’enthalpie
minimum pour s’inte´resser a` l’e´tat d’entropie maximum qui sera repe´re´ par l’indice 0. On reconnaˆıt
dans cette de´marche l’approche de Gibbs qui est explique´e dans la section (1.2.2) ou` l’e´nergie
utilisable A d’un syste`me entoure´ par un thermostat est relie´e en toute ge´ne´ralite´ a` la variation
d’entropie totale ∆(St) par A ≡ T0 ∆(St) ou` T0 est la tempe´rature du thermostat. Dutton pose
quant a` lui N ≡ T0 (S0 − S) ou` T0 est une tempe´rature constante. Les de´marches sont donc
tre`s similaires, bien qu’il ne soit pas fait usage du terme e´nergie utilisable – ou exergie – pour
de´signer N . Comme dans cette the`se, le fait de se re´fe´rer a` la fonction entropie permet d’expliquer
la production de l’e´nergie entropique – de l’e´nergie utilisable – par une destruction de l’entropie
globale de l’atmosphe`re par l’interme´diaire des chauffages diffe´rentiels. Ces derniers maintiennent
72
une organisation de la structure thermodynamique : les zones les plus chaudes rec¸oivent en moyenne
de l’e´nergie alors que les zones les plus froides continuent a` en perdre.
L’e´tat d’entropie maximum est un e´tat de repos qui posse`de une entropie S0, une masse M0 et
une e´nergie totale (Et)0 = (Ep)0 + (Ei)0. Les valeurs S, M et Et = Ep + Ei + Ek correspondent
a` l’e´tat re´el. Les deux e´tats ont par de´finition la meˆme masse et la meˆme e´nergie totale : M =M0
et (Ep)0+(Ei)0 = Ep+Ei+Ek. Comme Lorenz, Dutton se place exclusivement a` l’e´chelle globale,
les inte´grales portant suivant les cas sur l’e´le´ment de volume commun dτ ou sur les e´le´ments de
masse respectifs dm = ρ dτ et dm0 = ρ0 dτ . Cette me´thode empeˆche tout retour a` une vision
locale, toute fonction locale d’inte´grale nulle pouvant eˆtre ajoute´e sans changer la the´orie, mais en
modifiant profonde´ment les interpre´tations physiques.
Les entropie et e´nergie interne spe´cifiques sont de´finies en fonction des variables thermodyna-
miques par s− s0 = cv ln(T/T0) +R ln(ρ0/ρ) et ei− (ei)0 = cv (T − T0). Les e´quations d’e´tat sont
p = ρ R T et p0(z) = ρ0(z) R0 T0. D’autre part, Dutton montre que l’e´tat d’entropie maximum
implique que la variable ρ0 de´pend de la variable z selon ρ0(z) = ρ0(0) exp[−g z/(R T0)], la
tempe´rature T0 et la pression p0(0) valant (Et)0 ≡ M cp T0 et p0(0) ≡ g 〈M〉 si 〈M〉 est la
masse par unite´ de surface. La conservation de la masse se traduit par
M0 −M =
∫ ∫ ∫
M0
dm0 −
∫ ∫ ∫
M
dm =
∫ ∫ ∫
V
ρ0 dτ −
∫ ∫ ∫
V
ρ dτ ,
M0 −M =
∫ ∫ ∫
V
(ρ0 − ρ) dτ = 0 .
On comprend sur cet exemple que la cellule commune aux deux e´tats est l’e´le´ment de volume dτ
et que dans la dernie`re inte´grale le terme (ρ0 − ρ) ne peut pas repre´senter une grandeur spe´cifique
puisque les deux masses dm0 et dm sont diffe´rentes.
En suivant la meˆme me´thode, l’e´nergie entropique a pour expression
N = T0 ( S0 − S ) =
∫ ∫ ∫
V
T0 ( ρ0 s0 − ρ s ) dτ
=
∫ ∫ ∫
V
T0 ρ ( s0 − s ) dτ +
∫ ∫ ∫
V
T0 ( ρ0 − ρ ) ( s0 − sc) dτ . (140)
On a ajoute´ le terme constant sc(Tc, ρc) sans modifier le re´sultat (il donne une inte´grale nulle puisque
M = M0). En de´veloppant les valeurs spe´cifiques de s et s0 et avec la proprie´te´ ln[ρ0(z)/ρ] =
ln[ρ0(0)/ρ] − g z/(R T0), on obtient
N = − T0
∫ ∫ ∫
M
[
cv ln
(
T
T0
)
+R ln
(
ρ0
ρ
) ]
dm+ T0
∫ ∫ ∫
V
cv ( ρ0 − ρ ) ln
(
T0
Tc
)
dτ
− T0
∫ ∫ ∫
V
R ( ρ0 − ρ )
[
ln
(
ρ0(0)
ρc
)
−
g z
R T0
]
dτ .
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La deuxie`me inte´grale est nulle car c’est un produit des termes constants cv T0 et ln(T0/Tc) par
M0−M = 0. De meˆme, dans la dernie`re inte´grale, le terme en ln[ρ0(0)/ρc] s’annule et seuls restent
N = − T0
∫ ∫ ∫
M
[
cv ln
(
T
T0
)
+ R ln
(
ρ0
ρ
) ]
dm
+
∫ ∫ ∫
V
ρ0 g z dτ −
∫ ∫ ∫
V
ρ g z dτ .
Les deux dernie`res inte´grales sont e´gales a` (Ep)0 et Ep, respectivement. Mais d’apre`s la conservation
de l’e´nergie totale (Ep)0 − Ep = Ei − (Ei)0 + Ek. On trouve finalement
N = T0 Σ(1) + Ek , (141)
avec
T0 Σ(1) =
∫ ∫ ∫
M
cv T0
[
T
T0
− 1 − ln
(
T
T0
)]
dm−
∫ ∫ ∫
M
R T0 ln
(
ρ0
ρ
)
dm , (142)
T0 Σ(1) =
∫ ∫ ∫
M
[ ei − (ei)0 − T0 ( s − s0 ) ] dm , (143)
ou` la quantite´ T0 Σ(1) est appele´e e´nergie entropique statique par Dutton (l’e´nergie cine´tique a e´te´
se´pare´e dans (143) de cette partie T0 Σ(1) qui est dite statique).
Le caracte`re global de la the´orie de Dutton peut eˆtre utilise´ pour ajouter un terme d’inte´grale
nulle. C’est le cas pour la grandeur RT0 (ρ0/ρ−1) dont l’inte´grale globale vaut RT0 (M0−M) = 0.
On obtient alors une deuxie`me forme pour l’e´nergie entropique statique de Dutton
T0 Σ(2) =
∫∫∫
M
cv T0
[
T
T0
− 1− ln
(
T
T0
)]
dm+
∫∫∫
M
R T0
[
ρ0
ρ
− 1− ln
(
ρ0
ρ
)]
dm , (144)
T0 Σ(2) =
∫ ∫ ∫
M
cv T0 F
(
T
T0
− 1
)
dm +
∫ ∫ ∫
M
R T0 F
(
ρ0
ρ
− 1
)
dm ≥ 0 , (145)
T0 Σ(2) =
∫ ∫ ∫
M
[
ei − (ei)0 + p0
(
1
ρ
−
1
ρ0
)
− T0 ( s − s0 )
]
dm . (146)
Cette autre forme de l’e´nergie entropique statique est positive et quadratique a` la fois en T/T0−1 et
ρ0/ρ−1. Ces re´sultats de´coulent directement des proprie´te´s de la fonction F(X) = X− ln(1+X) ≈
X2/2. La premie`re forme T0Σ(1) n’est positive et quadratique que par rapport a` la variable T/T0−1.
C’est aussi le cas pour l’enthalpie utilisable qui est introduite dans cette the`se.
Les inte´grandes ei − (ei)0 − T0 ( s − s0 ) et ei − (ei)0 + p0 [ (ρ)
−1 − (ρ0)
−1 ] − T0 ( s − s0 )
sont formellement identiques aux expressions thermodynamiques de l’e´nergie utilisable e´tablies au
dix-neuvie`me et au de´but du vingtie`me sie`cle. Sans rappeler les approches fondatrices de Thomson
et de Gibbs, on pense entre autres a` Maxwell (1871), Gouy (1889), Darrieus (1931), Keenan (1932,
1951). Aussi ne semble-t-il pas indispensable de reprendre la terminologie d’e´nergie entropique
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statique pre´conise´e par Dutton. On a pre´fe´re´ employer dans cette the`se le terme enthalpie utilisable
pour la quantite´ ah = h − hr − Tr ( s − sr ) . Cette de´nomination a l’avantage de se re´fe´rer aux
e´tudes thermodynamiques cite´es ci-dessus. L’expression plus ge´ne´rale d’exergie introduite en 1956
par Rant regroupe les deux notions d’e´nergie et d’enthalpie utilisable en tant que travail extractible
d’un syste`me, elle a e´te´ e´galement employe´e pour ah.
Une diffe´rence importante entre l’e´tat de re´fe´rence de Dutton et l’e´tat isotherme introduit dans
cette the`se est le fait que la pression p0 et la densite´ ρ0 de´croissent exponentiellement avec z :
p0(z) = p0(0) exp[−g z/(R T0)], alors que pr ≈ p0(0)/e est une constante dans ah. En revanche
les tempe´ratures T0 et Tr sont comparables (ce sont, de manie`re approche´e, une moyenne simple
pour T0 et une moyenne harmonique pour Tr). En fait, une manipulation mathe´matique permet
de transformer ah en introduisant le profil vertical de pression p0(z) ≈ e pr exp[−g z/(R T0)]. On
trouve, en partant de l’e´quation (16) :
ah ≈ cp Tr F(T/Tr − 1) + R Tr ln(p/p0(z)) + [R Tr − g z ] . (147)
Il aurait ainsi e´te´ possible de prendre un e´tat de re´fe´rence thermodynamique similaire a` celui de
Dutton, au de´pend d’une modification qui se traduit par l’apparition d’un terme R Tr − g z =
g(zr− z) = Φr−Φ, ou` zr est la hauteur caracte´ristique de l’atmosphe`re zr = RTr/g ≈ 7300m.
Dutton a ensuite propose´ une se´paration de l’e´nergie entropique statique en une composante
T0 Σ̂(1) de´pendant des moyennes zonales
̂(. . .) et une composante T0 Σ ′(1) de´pendant des e´carts a`
ces moyennes (. . .)′ . On remplace pour cette partie la variable ρ par le volume massique α = 1/ρ
et Dutton pose :
T0 Σ̂(1) =
∫ ∫ ∫
M
cv T0
[
T̂
T0
− 1 − ln
(
T̂
T0
)]
dm−
∫ ∫ ∫
M
R T0 ln
(
α̂
α0
)
dm , (148)
T0 Σ
′
(1) = −
∫ ∫ ∫
M
cv T0 ln
(
T
T̂
)
dm−
∫ ∫ ∫
M
R T0 ln
(
α
α̂
)
dm . (149)
Cette de´composition semble diffe´rente de celles choisies dans cette the`se. Contrairement a` ce qui
est fait dans les sections (2.4.1) et (2.5.1), Dutton n’utilise pas explicitement la proprie´te´ de la
fonction F : F(X1 + X2 + X1 X2) = F(X1) + F(X2) + X1 X2. En fait, l’inte´grale du terme
cv T0 (T/T̂ − 1) = cv T0 T ′ / T̂ peut eˆtre ajoute´e a` l’e´quation (149) – l’inte´grale de ce terme est
nul – pour donner un terme cv T0 F(T/T̂ ). On retrouve alors le meˆme type de de´composition que
dans les sections (2.4.1) et (2.5.1).
On voit que les re´sultats de Dutton sont essentiellement globaux et que la comparaison avec les
autres approches thermodynamiques et me´te´orologiques de l’e´nergie utilisable n’e´tait pas facilite´e
par les notations et les termes employe´s qui sont atypiques. On peut toutefois dire que l’e´nergie
entropique est la premie`re application des proprie´te´s de l’exergie a` l’e´nerge´tique de l’atmosphe`re,
meˆme si Dutton n’y fait pas re´fe´rence, a` l’exception de la me´thode de Gibbs.
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En fait, l’e´nergie entropique statique n’est pas vraiment diffe´rente des concepts pre´ce´demment
obtenus en thermodynamique. Pour le cas d’une atmosphe`re hydrostatique, on peut de´montrer un
rapprochement entre Ah et T0Σ. On part de (142) avec ep = Φ = gz, en se rappelant que l’inte´grale
de ei + ep est l’enthalpie H = Ep +Ei et en supposant pr ≈ p0(0) / e : T0 Σ(1) ≈ Ah = AT +Ap.
Mais ce choix pr ≈ p0(0) / e posse`de une autre implication. Pour cette valeur particulie`re et pour
une atmosphe`re hydrostatique on a annulation de la composante Ap de l’enthalpie utilisable. On
a en de´finitive T0 Σ(1) ≈ AT , ce qui est le re´sultat de Thomson (1853).
3.5 Pichler.
Dans son article de 1977, Pichler interpre`te – semble-t-il pour la premie`re fois – l’inte´grande
de l’e´nergie entropique statique de Dutton en terme de fonction massique attache´e a` une particule
fluide. Les ope´rateurs de´rive´e mate´rielle, gradient et divergence peuvent alors eˆtre applique´s a` cette
grandeur massique.
Pichler choisit la premie`re forme T0 Σ(1) qui est par de´finition l’inte´grale de la fonction e´nergie
entropique statique spe´cifique T0 σ(1). On obtient, d’apre`s l’e´quation (142) :
T0 Σ(1) =
∫ ∫ ∫
M
T0 σ(1) dm , (150)
T0 σ(1) = cv T0
[
T
T0
− 1 − ln
(
T
T0
) ]
− R T0 ln
(
ρ0(z)
ρ
)
, (151)
T0 σ(1) = cv T0
[
T
T0
− 1 − ln
(
T
T0
) ]
− R T0 ln
(
ρ0(0)
ρ
)
+ Φ . (152)
On a utilise´ les relations ρ0(z) = ρ0(0) exp[−g z/(R T0)] et Φ = g z .
En partant de la relation (152) et en remarquant que pour p0(0) constant l’e´quation d’e´tat
p0(0) = ρ0(0)RT0 implique [ρ0(0)]
−1 d/dt[ρ0(0)] = (T0)
−1 d/dt(T0), la de´rive´e mate´rielle de T0 σ(1)
s’e´crit dans un cadre ge´ne´ral non-hydrostatique sous la forme :
d
dt
[
T0 σ(1)
]
=
d Φ
dt
+ cv
(
1−
T0
T
)
d T
dt
− R T0 div ( ~u )
+
[
R − R ln
(
ρ0(0)
ρ
)
− cv ln
(
T
T0
) ]
d T0
dt
. (153)
L’e´quation de l’e´nergie interne se de´duit de (28) et s’e´crit cv d T/dt = − R T div ( ~u ) + q˙. Son
report dans l’e´quation (153) donne
d
dt
[
T0 σ(1)
]
=
d Φ
dt
− R T div ( ~u ) +
(
1−
T0
T
)
q˙
+
[
R − R ln
(
ρ0(0)
ρ
)
− cv ln
(
T
T0
) ]
d T0
dt
. (154)
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Si on excepte les quantite´s entre crochets qui sont en facteur de la variation de T0(t) , on retrouve
le terme de chauffage diffe´rentiel (1−T0/T ) q˙ qui est pre´sent dans l’e´quation de l’enthalpie utilisable
spe´cifique (34), avec les deux autres termes d/dt(Φ) et −RT div (~u). Ces deux dernie`res expressions
s’e´crivent aussi ~u .
−→
∇ (Φ) et − ρ−1 div ( p ~u ) + ρ−1 ~u .
−→
∇ ( p ). Il est alors possible d’identifier les
conversions d’e´nergie entre T0 σ(1), ec = ~u . ~u/2 et Φ puisque, dans un cadre non-hydrostatique,
on a d’apre`s (22)
d
dt
( ec ) = −
1
ρ
~u .
−→
∇ ( p ) − ~u .
−→
∇ (Φ) + ~u . ~F . (155)
Il apparaˆıt que la conversion entre T0 σ(1) et ec a pour forme − ρ
−1 ~u .
−→
∇ ( p ), alors que le terme
de divergence − ρ−1 div ( p ~u ) implique classiquement que c’est le flux d’enthalpie aux frontie`res
du domaine qui entre dans le bilan local de l’e´nergie interne. De meˆme, le terme − ~u .
−→
∇ (Φ) est
une conversion entre T0 σ(1) et ec.
Ces re´sultats montrent que la forme locale de Pichler se comporte comme la somme de l’e´nergie
interne et de l’e´nergie potentielle, les seules diffe´rences e´tant la pre´sence logique du facteur d’ef-
ficacite´ (1 − T0/T ) et celle des termes en facteur de la variation de T0(t). L’e´nergie entropique
spe´cifique se re´ve`le eˆtre le pendant de l’enthalpie utilisable spe´cifique pour le cas non-hydrostatique.
3.6 Pearce, Blackburn.
Les re´sultats expose´s dans cette the`se sont tre`s proches de ceux de Pearce (1978). Cette e´tude
de 1978 est un prolongement de celles de Lorenz sans re´fe´rence explicite a` celles de Dutton. Pearce
part de conside´rations globales pour de´finir la fonction e´nergie utilisable de l’atmosphe`re. C’est
la diffe´rence importante avec l’approche expose´e dans cette the`se concernant la fonction enthalpie
utilisable spe´cifique.
L’ide´e maˆıtresse de Pearce est de conside´rer que la recherche pre´cise du meilleur e´tat de re´fe´rence,
comme l’on fait Lorenz et Van Mieghem, ne peut pas servir de point de de´part pour la de´finition
de la fonction e´nergie utilisable. Les nouvelles contraintes devront porter sur la forme que doivent
prendre les conversions, les sources et les puits d’e´nergie.
Pearce introduit une tempe´rature Tm qui est la moyenne harmonique de la tempe´rature, autrement
dit 1/Tm = M
−1{1/T} si on note par {. . .} l’inte´grale
∫∫∫
M{. . .}dm sur l’ensemble de la masse M
de l’atmosphe`re. La tempe´rature Tr qui intervient dans l’enthalpie utilisable est ainsi une moyenne
a` long terme de Tm. L’e´nergie utilisable A = {a} est de´finie par la combinaison suivante entre
l’enthalpie H = {h}, l’entropie S = {s} et la tempe´rature Tm :
d
dt
( A ) =
d
dt
(H ) − Tm
d
dt
( S ) . (156)
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Cette relation est semblable a` l’inte´grale de (15) : Ah = H − Tr S − (Hr − Tr Sr). Mais la
de´finition (156) en terme de de´rive´e temporelle ne de´termine A qu’a` une constante pre`s, l’absence
d’un terme Hm − Tm Sm dans (156) n’ayant a priori pas d’incidence sur l’interpre´tation physique
de la the´orie globale de Pearce. La fonction H − Tm S n’e´tant pas explicitement introduite, ce
n’est qu’apre`s des de´veloppements limite´s spatiaux et temporels que la fonction A est de´termine´e
comme une solution de (156) :
A ≈ cp
{
( T − Tm )
2
2 Tm
}
. (157)
On a suppose´ ici que Tm est sensiblement e´gal a` la tempe´rature moyenne M
−1 {T}. On retrouve
une forme approche´e de (20) qui est obtenue en tenant compte du de´veloppement F(X) ≈ X2 / 2
⇒ aT (T ) ≈ cp (T − Tr)2/(2 Tr).
Pratiquement tous les re´sultats globaux expose´s dans cette the`se ont e´te´ obtenus par Pearce sous
des formes sensiblement analogues. Il a introduit les composantes barocline et de stabilite´ statique
qui sont proches des inte´grales de (45) et de (46) :
AS ≈ cp
 ( T − Tm )
2
2 Tm
 , (158)
AB ≈ cp
 ( T − T )
2
2 Tm
 . (159)
Ce sont bien des approximations de (45) et de (46) si on tient compte de F(X) ≈ X2 / 2.
La se´paration en moyennes zonales et en e´carts a` celles-ci a e´galement e´te´ e´tudie´e par Pearce qui
pose, avec l’utilisation des notations du chapitre (2.5) :
AZ ≈ cp
 ( T
λ
ϕ )
2
2 Tm
 , (160)
AE ≈ cp
{
( Tλ )
2
2 Tm
}
. (161)
Ce sont e´galement des approximations des inte´grales de (73) et de (74), respectivement.
Ainsi, toutes les composantes e´nerge´tiques (157) a` (161) sont des approximations de re´sultats
de cette the`se. Plusieurs des composantes issues de l’enthalpie utilisable sont toutefois absentes de
l’e´tude de Pearce. C’est le cas de ap, ac(SB) et ac(ZE) dont les inte´grales globales sont nulles et qui
ne pouvaient pas eˆtre de´couvertes a` partir de (156).
C’est donc l’absence de Hm − Tm Sm dans la de´finition (156) qui empeˆche l’e´tablissement d’une
the´orie locale et exacte de l’e´nergie utilisable. Pearce a pourtant fait usage de l’inte´grande de (157)
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pour de´finir une fonction locale a ≈ cp (T −Tm)2 / (2Tm). L’e´quation d’e´volution de cette quantite´
est obtenue de manie`re approche´e. Pearce obtient :
d a
d t
≈
R
p
ω ( T − Tm )
[
1 +
(
T − Tm
Tm
) ]
+
T
Tm
(
1−
Tm
T
)
q˙
qui se simplifie, pour (T − Tm)≪ Tm et T/Tm ≈ 1, en
d a
d t
≈
R
p
ω T −
R
p
ω Tm +
(
1−
Tm
T
)
q˙ . (162)
Par rapport a` l’e´quation de l’enthalpie utilisable (34), il apparaˆıt une conversion supple´mentaire
− R ω Tm/p qui correspondrait a` la de´rive´e d’une e´ventuelle composante de pression ap(p) :
d/dt(ap) = d/dt[RTm ln(p/pm) ]. L’absence de ap dans la the´orie de Pearce fait que cette e´quation
locale (162) ne peut pas eˆtre cohe´rente avec celle de l’e´nergie cine´tique.
Pearce a aussi appliquer ses re´sultats a` une e´tude de la convection sur un domaine limite´ avec
des flux aux frontie`res. Il a utilise´ la de´composition de A en AS + AB, mais sans que les flux des
composantes ap et ac(SB) interviennent (voir les re´sultats de la section (2.4) concernant le cycle
d’ordre 1). Malgre´ ces insuffisances, l’importance physique des conversions entre AS et AB est
de´montre´e par Pearce, ainsi que la supe´riorite´ de la nouvelle formulation de A = AS + AB par
rapport a` celle de Lorenz.
Si on reste a` l’e´chelle globale, les re´sultats de Pearce sont pratiquement exacts a` l’approxima-
tion F(X) ≈ X2/2 pre`s et ils sont comparables a` ceux de cette the`se. A coˆte´ des composantes
e´nerge´tiques A, AS, AB, AZ et AE , Pearce a e´tudie´ pre´cise´ment les diffe´rentes conversions entre
ces formes d’e´nergies et l’e´nergie cine´tique, en les comparant avec les conversions de Lorenz. Une
application a` un ensemble de perturbations baroclines a permis de quantifier nume´riquement les
diffe´rences avec la formulation de Lorenz.
Le changement le plus important concerne l’e´volution temporelle de AZ qui, dans l’e´tude du
train d’onde baroclines de Pearce, est moitie´ moindre que celle de la composante (AL)Z de Lorenz.
De meˆme, la conversion C(AZ , AE) vaut la moitie´ de la conversion de Lorenz (CL)A. Mais dans
la formulation de Pearce existe l’autre conversion C(AS, AE) qui est nume´riquement comparable a`
C(AZ , AE). L’ensemble de ces re´sultats est alors cohe´rent puisque dans ce cas (CL)A ≈ C(AS, AE)+
C(AZ , AE). Ceci justifie l’interpre´tation physique de la partition du re´servoir de Lorenz AL =
(AL)Z + (AL)E en trois composantes A = AS +AZ +AE , aussi bien pour l’e´tude de Pearce que
pour la fonction enthalpie utilisable Ah introduite ici.
Le lien entre une forme de l’e´nergie entropique statique de Dutton et l’e´nergie utilisable de Pearce
a e´te´ e´tabli par Blackburn (1983). L’e´nergie entropique statique conside´re´e par ce dernier semble
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eˆtre l’analogue de la partie AT de l’e´nergie utilisable :
T0 Σ(3)=
∫ ∫ ∫
M
cp T0
[
T
T0
− 1 − ln
(
T
T0
)]
dm ≡ AT ≈ cp
{
( T − Tm )
2
2 Tm
}
. (163)
On retrouve le rapprochement mentionne´ a` la fin du chapitre (3.4) : T0Σ(1) ≈ Ah ≈ AT = T0Σ(3).
3.7 McHall.
Dans une e´tude re´cente de 1990, McHall a repris les travaux de Lorenz et de Dutton afin de
rechercher un nouvel e´tat de re´fe´rence. Une nouvelle fonction globale appele´e e´nergie potentielle
utilisable maximale est de´finie, comme pour Lorenz, par Λmax = H1 −H2 ou` H1 est l’enthalpie
de l’e´tat re´el et ou` H2 est l’enthalpie d’un certain e´tat de re´fe´rence.
L’ide´e de McHall est d’employer un principe variationnel pour de´terminer cet e´tat de re´fe´rence
parmi les e´tats de l’atmosphe`re accessibles a` travers une transformation conservant globalement a`
la fois l’entropie s = cp ln(θ) + C
ste et la tempe´rature potentielle θ. La conservation de l’entropie
est analogue a` la contrainte de re´versibilite´ de la transformation dans la the´orie de Lorenz, alors que
l’e´tat de re´fe´rence de Dutton correspond a` une variation maximale de cette entropie. La conservation
conjointe de θ n’est pas pre´sente dans les the´ories de Lorenz et de Dutton et il n’est pas fait usage
de la contrainte de Dutton concernant la conservation de l’e´nergie totale au cours du re´arrangement.
L’e´nergie potentielle utilisable maximale Λmax = H1 − H2 est l’inte´grale de cp (T1 − T2), c’est
donc aussi l’inte´grale de cp p
κ (θ1 − θ2) / pκ00. Le calcul des variations portera donc sur la fonction
Γ = pκ (θ1 − θ2) + λT ln(θ2) + λp θ2 .
L’extremum de H1 −H2 est obtenue par la condition ∂ Γ/∂ θ2 = 0, ce qui donne une expression
de la tempe´rature potentielle dans l’e´tat final en fonction des constantes T∗ et p∗ qui sont relie´es
aux multiplicateurs de Lagrange par λT = T∗ p
κ
00 et λp = − ǫ p
κ
∗ ou` − ǫ est le signe de λp avec
p∗ ≥ 0. La condition ∂ Γ/∂ θ2 = 0 implique que l’e´tat final ve´rifie
θ2 = θ2(p) = T∗
pκ00
pκ + ǫ pκ∗
.
Les deux constantes T∗ et p∗ sont obtenues nume´riquement en imposant les deux conservations de
la tempe´rature et de l’entropie au cours du re´arrangement. Les inte´grales portent sur la masse de
l’atmosphe`re qui s’e´tend, par hypothe`se, entre les niveaux de pression pT et pS = p00. Si on note
par (. . .)(p) la moyenne isobare et si M est la masse du domaine pT ≤ p ≤ pS conside´re´, on doit
avoir :
T∗ p
κ
00
( ∫ ∫ ∫
M
dm
pκ + ǫ pκ∗
)
=
∫ ∫ ∫
M
θ (p) dm ,
M ln( T∗ p
κ
00 ) =
∫ ∫ ∫
M
ln( pκ + ǫ pκ∗ ) dm +
∫ ∫ ∫
M
ln(θ)(p) dm .
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Les valeurs nume´riques de T∗ et p∗ sont obtenues par la re´solution de ces deux e´quations ou` la
tempe´rature potentielle θ(λ, ϕ, p) de l’e´tat re´el est connu. Pour que le logarithme ait un sens il faut
que pκ + ǫ pκ∗ soit strictement positif.
L’e´nergie potentielle utilisable maximum de McHall a finalement pour expression
Λmax = H1 −H2 =
cp
pκ00
∫ ∫ ∫
M
pκ [ θ − θ2(p) ] dm ,
Λmax = cp
∫ ∫ ∫
M
[
T − T∗
(
pκ
pκ + ǫ pκ∗
) ]
dm . (164)
Il faut mentionner que les notations de l’article de McHall font un emploi syste´matique des multi-
plicateurs de Lagrange λT et λp, sans introduction des valeurs caracte´ristiques T∗ et p∗. Il n’est
pas possible de pre´ciser davantage la formulation analytique de (164) par manque d’information sur
les deux constantes T∗ et p∗ .
McHall s’est principalement inte´resse´ a` l’influence de la stabilite´ verticale − ∂θ/∂p sur l’e´nergie
potentielle utilisable maximale d’une colonne. Mais il n’a pas vraiment aborde´ l’e´tude des conver-
sions entre l’e´nergie cine´tique et cette nouvelle forme d’e´nergie utilisable.
3.8 Shepherd.
L’approche mathe´matique de Shepherd (1993) concernant la notion d’e´nergie potentielle uti-
lisable est novatrice et est plus ge´ne´rale que les pre´ce´dentes. Il constate que l’e´tablissement des
diffe´rentes formes d’e´nergies utilisables ne´cessite de manie`re syste´matique, a` coˆte´ de la loi de conser-
vation adiabatique de l’e´nergie totale, l’emploi d’autres lois de conservation.
C’est le cas de Lorenz qui utilise la conservation de la masse comprise entre chaque surface d’e´gale
entropie. C’est le cas de Dutton pour lequel c’est la masse globale qui est invariante. C’est aussi le
cas pour l’e´tude de McHall ou` a` la fois l’entropie et la tempe´rature potentielle sont des invariants
globaux.
Shepherd de´sire re´pondre aux questions suivantes.
– Pourquoi doit-on utiliser des lois de conservations autres que celle de l’e´nergie totale (la somme
des e´nergies cine´tique, interne et potentielle) ?
– quelles sont, en toute ge´ne´ralite´, ces autres lois ?
– Existe-t-il une me´thode syste´matique pour construire les diffe´rentes formes d’e´nergie utilisable ?
Pour trouver les re´ponses a` ces questions, on pourrait faire appel a` une formulation hamilto-
nienne canonique de la dynamique des fluides ou` chaque syme´trie de la the´orie implique une loi de
conservation particulie`re via le the´ore`me de Noether et ou` les e´tats d’e´quilibre sont associe´s a` des
extremums de l’hamiltonien. Mais ce n’est pas possible pour l’atmosphe`re.
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La difficulte´ vient de ce que la version eulerienne des e´quations du mouvement ne se preˆte pas
a` cette mise en forme. Cette version de´rive certes d’un syste`me hamiltonien mais celui-ci est non-
canonique et il n’y a pas de tels liens entre les syme´tries de la the´orie et les lois de conservation
sous-jacentes. De plus, les e´ventuels e´tats d’e´quilibre ne sont pas associe´s a` des extremums de
l’hamiltonien non-canonique. Shepherd pre´cise cependant que c’est justement cette structure non-
canonique qui ne´cessite l’introduction de lois de conservation additionnelles afin de de´finir, pour le
cas des e´tats de base en e´quilibre et au repos, une notion d’e´nergie utilisable qui soit quadratique
autour de ces e´tats d’e´quilibre. Ces lois sont celles qui mettent en jeu les invariants dits de Casimir.
On construit ainsi des quantite´s qui seront appele´es les pseudo-e´nergies du syste`me vis a` vis de
l’e´tat de base.
De manie`re ge´ne´rale, un syste`me hamiltonien se met sous la forme
∂ ui
∂ t
= Jij
δ H
δ uj
, (165)
ou` ~u = ~u (~x, t) est le vecteur des variables dynamiques, H est l’hamiltonien du syste`me, δ/δ~u est
la de´rive´e variationnelle et ou` Jij est le tenseur de Poisson. Le syste`me est dit canonique si Jij
est non-de´ge´ne´re´ (ou inversible), il est dit non-canonique si Jij est de´ge´ne´re´ (ou non-inversible).
Un syste`me canonique ve´rifiant (165) est synonyme des deux e´quations classiques q˙i = ∂H/∂pi
et p˙i = − ∂H/∂qi. Si un tel syste`me posse`de un e´tat de base en e´quilibre et stationnaire ~U ,
l’hamiltonien H est une fonction quadratique de δ~u = ~u− ~U et cet e´tat de base est un extremum
de H.
Mais pour un syste`me non-canonique, H est en ge´ne´ral une fonction seulement line´aire de
δ~u = ~u − ~U et on veut construire une nouvelle fonctionnelle qui soit, elle, quadratique en δ~u. On
appelle invariants de Casimir C les solutions de
Jij
δ C
δ uj
= 0 .
Les solutions ne sont pas identiquement nulles puisque Jij n’est pas inversible et que le noyau n’est
pas vide. Pour un e´tat de base stationnaire ~U les invariants C ve´rifient
Jij
δ C
δ uj
= 0 avec
δ H
δ uj
∣∣∣∣∣
~U
= −
δ C
δ uj
∣∣∣∣∣
~U
. (166)
Shepherd introduit alors la quantite´ A qui est de´finie a` l’aide de l’hamiltonien H et des invariants
de Casimir C :
A [~u] ≡ H [~u] − H [~U ] + C [~u] − C [~U ] . (167)
On a plus particulie`rement les proprie´te´s ∂A/∂t = 0 et δA = O[(δ~u)2], ce qui signifie que A
est un invariant stationnaire et quadratique en δ~u = ~u − ~U . C’est la pseudo-e´nergie du syste`me
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Fig. 21 – Une analogie a` une dimension de la relation entre la pseudo-e´nergie de Shepherd et la
forme de l’hamiltonien. Les invariants de Casimir forment, au signe pre`s, le plan vectoriel tangent
qui sert de re´fe´rence pour la de´finition de la fonctionnelle quadratique A.
autour de l’e´tat de repos dont le domaine de validite´ s’e´tend a` distance finie de ~U . Ce n’est pas un
invariant line´arise´, la loi de conservation obtenue est rigoureusement exacte.
On peut dire que les invariants de Casimir forment, au signe pre`s, la varie´te´ vectorielle tangente
en ~U a` H et la quantite´ A de´finie par (167) repre´sente l’e´nergie du syste`me autour de ~U en
prenant pour re´fe´rence cette varie´te´ vectorielle tangente en ~U (voir le sche´ma de la figure (21) pour
un vecteur d’e´tat U a` une seule dimension).
Pour retrouver les re´sultats de Lorenz, Shepherd part de l’hamiltonien pour un gaz parfait et
hydrostatique qui est la somme de l’e´nergie cine´tique du vent horizontal (~uh)
2/2 et de l’enthalpie
cp T = cp θ Π(p) avec Π(p) = (p/p00)
κ.
H ≡
∫∫∫
M
[
(~uh)
2
2
+ cp θ Π(p)
]
dm . (168)
Les calculs de´taille´s de Shepherd (1993) donnent un exemple d’invariant de Casimir autour d’un
e´tat de base qui est au repos, ~uh = 0, et qui ve´rifie θ = θ0(p). Cette classe d’invariant s’e´crit sous
la forme
C ≡ +
∫∫∫
M
C(θ) dm ,
ou` C(θ) est une fonction de θ seulement. Si on prend pour C(θ) une distribution ”porte” entre
θ et θ+ δθ, on retrouve la proprie´te´ de Lorenz de conservation de la masse entre ces deux surfaces
d’e´gale entropie. Mais on se place ici dans le cas plus ge´ne´ral ou` θ0(p) est quelconque.
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L’hamiltonien (168) correspond aux de´rive´es fonctionnelles
δ H
δ ~uh
: ~uh
et
δ H
δ θ
: cp Π(p) .
La seconde de ces relations de´termine la forme de dC(θ)/dθ par report dans la de´finition (166),
soit δ H / δ θ = − δ C / δ θ : C(θ) = − cp Π(p), ce qui donne apre`s inte´gration
C(θ) = −
∫ θ
cp Π [ P(θ
′ )] dθ ′ , (169)
ou` on a suppose´ la condition de stabilite´ ∂θ0/∂p < 0 pour de´finir la fonction re´ciproque p =
P[θ0(p)] = θ
−1
0 (p).
La pseudo-e´nergie de Shepherd est obtenue en reportant l’hamiltonien (168) et l’inte´grale spatiale
de (169) dans la de´finition (167), ce qui donne en notant par H0 et C0 les valeurs dans l’e´tat de
base au repos :
H−H0 =
∫∫∫
M
(~uh)
2
2
dm + cp
∫∫∫
M
( θ − θ0 ) Π(p) dm ,
H−H0 =
∫∫∫
M
(~uh)
2
2
dm + cp
∫∫∫
M
( ∫ θ
θ0
Π [ P(θ0)] dθ
′
)
dm ,
C − C0 = − cp
∫∫∫
M
( ∫ θ
θ0
Π [ P(θ ′ )] dθ ′
)
dm ,
soit :
A = (H−H0 ) + ( C − C0 ) ≡
∫∫∫
M
[
(~uh)
2
2
+ a
]
dm = Ek + A , (170)
A = Ek − cp
∫∫∫
M
∫ θ− θ0
0
(
Π [ P(θ ′′ + θ0)] − Π [ P(θ0)]
)
dθ ′′ dm , (171)
ou` on a effectue´ le changement de variable θ ′′ = θ ′ − θ0.
L’e´quation (171) repre´sente l’e´nergie potentielle utilisable qui est associe´e a` l’inte´grande de (171)
” (~uh)
2/2 + a ” qui posse`de, d’apre`s Shepherd, une signification physique locale. Il montre dans
l’article de 1993 que la partie line´arise´e de (171) correspond, si θ0(p) est la moyenne isobare de
la tempe´rature potentielle, a` la formule approche´e en coordonne´e pression de l’e´nergie potentielle
utilisable de Lorenz.
Toutes ces proprie´te´s de positivite´, de comportement quadratique, d’interpre´tation physique lo-
cale de l’inte´grande et d’absence de line´arisation ont e´te´ mentionne´es comme e´tant des points forts
de la fonction enthalpie utilisable ah = (h−hr) − Tr (s−sr) qui est le propos de cette the`se. Cette
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fonction ah doit donc logiquement eˆtre une forme particulie`re de la formule ge´ne´rale (171) de She-
pherd. Il reste a` le ve´rifier puisque ce dernier n’a relie´ (171) qu’a` la seule formulation atmosphe´rique
de Lorenz.
Et c’est effectivement le cas si on prend comme e´tat de base une parcelle fixe´e a` la tempe´rature
Tr et a` la pression pr qui sont deux constantes. On a alors θ0(p) = θr = Tr (p00/pr)
κ = Cste et
Π0 [p] = Πr [p] = (pr/p00)
κ = Tr/θr. Mais pour cet e´tat de base, le calcul de l’e´nergie utilisable ne
doit pas eˆtre entrepris a` partir de (171) puisque l’hypothe`se d’existence de la fonction re´ciproque
de θ0(p) a e´te´ employe´e pour obtenir cette relation et que cette fonction re´ciproque n’existe pas
pour θ0(p) = θr = C
ste. On doit revenir a` la forme (167) et s’en tenir a` une formulation qui ne
ne´cessite pas l’inversion de θ0(p). Meˆme si Shepherd ne donne pas cette relation il est facile de
l’e´tablir en partant des expressions de H−H0 et C −C0 pre´ce´dentes mais en les exprimant a` l’aide
des tempe´ratures T et T0 et des tempe´ratures potentielles θ et θ0. On obtient
A =
∫∫∫
M
(~uh)
2
2
dm +
∫∫∫
M
[
cp ( T − T0 ) − cp
∫ θ
θ0
T0(θ
′ )
θ ′
dθ ′
]
dm . (172)
Cette formulation est par certains aspects plus simple et d’application plus pratique que (171).
Pour T0(θ
′) = Tr et θ0 = θr constants et avec la proprie´te´ cp ln(θ/θr) = cp ln(T/Tr) − R ln(p/pr),
on trouve a` partir de (172) le re´sultat pressenti :
A(1) =
∫∫∫
M
[
(~uh)
2
2
+ ah
]
dm . (173)
L’enthalpie utilisable est ainsi un des cas particuliers e´vidents de la formulation hydrostatique
ge´ne´rale de Shepherd. Concre`tement, les parties H − H0 et C − C0 sont respectivement e´gales,
pour cet exemple, a` la diffe´rence d’enthalpie H − Hr et a` −Tr (S − Sr ).
Il subsiste toutefois une certaine incohe´rence puisque dans la the´orie de Shepherd l’e´tat de base
doit eˆtre en e´quilibre et la fonction A doit eˆtre positive et quadratique. Ce n’est a priori pas le cas
ici puisque la partie ap = RTr ln(p/pr) de l’enthalpie utilisable ap n’a pas de signe de´fini et n’est
pas quadratique a` l’ordre le plus bas. De plus, l’e´tat de base θ0(p) = θr = C
ste ne repre´sente pas une
atmosphe`re isotherme en e´quilibre, mais comme indique´ ci-dessus une parcelle isole´e d’atmosphe`re
de re´fe´rence.
Pour pallier ces inconve´nients, regardons la forme que prend la pseudo-e´nergie qui correspond
d’apre`s (171) ou (172) a` une ve´ritable atmosphe`re isotherme a` la tempe´rature constante Tr avec
θ0(p) = θr = Tr (p00/p)
κ et Π[P(θ ′′ ) ] = Tr/θ ′′. Le re´sultat montre que la partie non cine´tique de
l’e´nergie A est l’inte´grale AT de la composante spe´cifique aT = cp [ (T − Tr) − Tr ln(T/Tr) ]
de l’enthalpie utilisable. C’est la forme originelle de Thomson (1853) et l’approximation a` l’ordre le
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plus bas en T/Tr−1 de cette composante AT redonne le re´sultat obtenu par Pearce ou Blackburn :
A(2) =
∫∫∫
M
[
(~uh)
2
2
+ aT
]
dm ≈ Ek +
∫∫∫
M
cp
(T − Tr )
2
2 Tr
dm . (174)
La composante aT est bien positive et quadratique en T/Tr − 1 a` l’ordre la plus bas. Mais,
comme signale´ en (3.6), l’e´quation d’e´volution de aT est donne´e par l’e´quation (162) et l’absence
de la composante ap se traduit par la pre´sence de la conversion − R ω Tr/p qui ne peut pas eˆtre
e´quilibre´e par un terme e´quivalent dans l’e´quation de l’e´nergie cine´tique. Il semble que la pre´sence de
la composante ap soit logique et ne´cessaire afin de tenir compte de la pre´sence de cette conversion.
L’enthalpie utilisable spe´cifique ah est donc cohe´rente a` la fois localement et globalement pour une
atmosphe`re hydrostatique. On a par ailleurs de´montre´ en (3.4) que dans ce cas l’e´nergie entropique
statique de Dutton est e´gale a` AT ≈ Ah, ce qui repre´sente une bonne approximation des re´sultats
de Pearce et de Blackburn d’apre`s F(X) ≈ X2/2.
Toutes ces approches globales sont donc e´quivalentes et toutes sont relie´es a` la pseudo-e´nergie pour
le cas de l’e´tat de base isotherme. Une telle unification de ces diffe´rentes e´tudes atmosphe´riques
n’avait jamais e´te´ obtenue auparavant. La pseudo-e´nergie de Shepherd semble bien ge´ne´raliser
l’ensemble des the´ories me´te´orologiques de l’e´nergie utilisable, y compris l’approche de l’enthalpie
utilisable de´crite dans cette the`se.
Pour terminer, il faut signaler que l’e´nergie utilisable introduite par McHall ne semble pas se
de´duire simplement des formulations (171) ou (172). La raison qui pourrait expliquer une telle ab-
sence de lien avec la the´orie pre´sente´e par Shepherd est que McHall utilise deux lois de conservation
additionnelles. Il pre´serve a` la fois l’inte´grale de ln(θ) et celle de θ, alors que Shepherd ne pre´voit
pas cette triple contrainte quand on adjoint celle concernant l’e´nergie totale.
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4 L’ETUDE D’UNE ONDE BAROCLINE.
Les re´sultats de la section (2) concernant l’e´nerge´tique des couches isobares d’un domaine
limite´ ont e´te´ pre´sente´s de manie`re mathe´matique et les quelques implications physiques pre´visibles
ont juste e´te´ mentionne´es, sans eˆtre e´taye´es par des e´tudes de cas re´els ou a` partir de re´sultats
de simulations nume´riques d’e´coulements atmosphe´riques. Meˆme si l’approche de Shepherd (1993)
semble procurer une assise the´orique solide a` la notion d’enthalpie utilisable, il fallait entreprendre
une telle e´tude pratique qui, par ailleurs, n’a pas e´te´ publie´e dans les articles de Marquet (1990 a)
ou (1991).
4.1 La me´thodologie.
Il s’agit d’appliquer plus particulie`rement les re´sultats de la section (2.5) a` l’e´tude des conver-
sions isobares d’e´nergie au sein d’un domaine limite´ et ouvert. La valeur des diffe´rentes composantes
de la fonction enthalpie utilisable, ainsi que leurs e´volutions et les autres termes du cycle sont e´value´s
pour chacune des e´che´ances de la vie d’une onde barocline.
Le choix s’est porte´ sur la situation du 27 au 29 avril 1992 qui a vu se de´velopper une de´pression
secondaire dans un flux d’ouest-sud-ouest sur le proche Atlantique et l’Europe de l’ouest. Cette
situation a e´te´ mal pre´vue par les mode`les nume´riques franc¸ais ope´rationnels de l’e´poque (Emeraude
et Peridot), meˆme a` 24 h d’e´che´ance.
Il est souhaitable, a` l’occasion de cette e´tude, de valider les quatre points suivants.
– Le de´veloppement d’une de´pression secondaire au milieu d’une circulation ge´ne´rale plus com-
plexe se traduit-elle par un signal identifiable sur les cycles isobares d’enthalpie utilisable ?
– Ce signal, s’il existe, peut-il eˆtre appre´hende´ a` partir d’un e´chantillonnage temporel de 6 heures
entre les pre´visions ou entre les analyses ve´rifiantes ?
– Ce signal peut-il eˆtre appre´hende´ en partant des donne´es interpole´es sur les niveaux isobares,
sans utiliser les ve´ritables niveaux verticaux du mode`le ?
– Quelle est la nature exacte des conversions d’e´nergie lors de la phase de de´veloppement et celle
de de´croissance de la de´pression secondaire ? Retrouve-t-on les sche´mas habituels – instabilite´
barocline puis stabilisation barotrope – a` propos des cycloge´ne`ses principales ?
La difficulte´ concernant le premier point vient de la double validation qu’il faut mener a` la fois
sur les calculs des termes du cycle d’enthalpie utilisable et sur la pre´sence d’un signal correspondant
a` la de´pression. C’est en fait l’incapacite´ du mode`le spectral de l’e´poque en troncature T79 a` bien
pre´voir l’e´volution du phe´nome`ne, associe´e a` l’ame´lioration de cette pre´vision avec le mode`le actuel
(Arpege dans sa version dite e´tire´e de re´solution proche de T330 sur le domaine), qui va permettre
de re´pondre a` la question. La pre´sence d’une conversion bien visible pour le mode`le e´tire´ et qui
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serait absente ou plus faible avec le mode`le de plus basse re´solution sera interpre´te´e comme un
signal probablement lie´ a` la de´pression secondaire.
Le deuxie`me point est important puisque la plupart des cycles d’assimilation des mode`les nume´ri-
ques sont base´s sur une fre´quence de 6 h entre deux analyses successives. Toute e´ventuelle mise
en œuvre ope´rationnelle d’un produit de´rive´ de l’e´tude des cycles e´nerge´tiques devra utiliser cet
e´chantillonnage de 6 h. La contrainte sous-jacente qu’il faut e´galement valider est la possibilite´ de
calculer les de´rive´es temporelles des re´servoirs e´nerge´tiques a` partir de diffe´rences finies entre deux
ou trois e´che´ances conse´cutives. On a ainsi e´tudie´ deux se´ries de pre´visions. Pour la premie`re se´rie
les fichiers sont disponibles toutes les 2 h, alors que pour la deuxie`me on calcule les tendances avec
les meˆmes fichiers mais en ne gardant qu’un intervalle de 6 h.
Il ne sera pas vraiment re´pondu au troisie`me point, sinon par la comparaison avec les re´sultats
obtenus lors des pre´ce´dentes e´tudes sur le comportement des trains d’ondes baroclines qui ont e´te´
re´alise´s a` partir des champs calcule´s sur les niveaux verticaux d’un mode`le.
Quant au quatrie`me point, c’est bien suˆr le plus inte´ressant pour la compre´hension des phe´nome`-
nes me´te´orologiques. Mais il faut d’abord re´pondre positivement aux trois questions qui le pre´ce`dent
avant de pouvoir aborder avec une confiance raisonnable l’interpre´tation physique des re´sultats.
4.2 La situation me´te´orologique.
Pendant toute la pe´riode entre le 23 et le 27 avril 1992 l’Europe occidentale et le proche
Atlantique ont e´te´ soumis a` une vaste situation de´pressionnaire avec un minimum tre`s prononce´
au sud de l’Islande qui a dirige´ un flux rapide d’ouest a` sud-ouest sur la France ou` de nombreuses
perturbations se sont succe´de´es.
La situation qui est retenue pour cette e´tude de´bute vers le 26 avril aux alentours du 40 ouest
et avec une de´pression qui se de´place rapidement vers l’ouest en se creusant pour aborder les coˆtes
de la Bretagne dans la soire´e du 27. Le centre de la de´pression se de´place ensuite rapidement en
Manche pour atteindre la mer Baltique dans la journe´e du 29 (voir la figure 22). Le minimum de
pression est atteint le 28 avril vers 6 h TU, il est voisin de 996 hPa (la source est FRONT 92). Le
front froid associe´ balaye la France dans la journe´e du 28 avec des rafales atteignant 80 a` 90 km/h
en surface pre`s de la Manche.
En altitude, l’arrive´e de cette de´pression sur la France co¨ıncide avec le de´veloppement d’une
dorsale Atlantique et l’isolement d’un profond thalwheg sur le 10 est (voir la figure 23), avec
l’isolement d’un minimum qui se produira le 30 avril sur le golfe de Geˆnes.
On a reporte´ sur les figures (22) et (23) le domaine d’e´tude qui est de´limite´ par les latitudes 45
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Fig. 22 – Pression re´duite au niveau de la mer. La situation du 27 avril 1992 a` 12 h au 28 avril
a` 12 h par pas de 6 h. On observe en surface un de´placement rapide de la de´pression associe´e au
fronts ”Q”. Le minimum, infe´rieur a` 1000 hPa, est atteint entre 6 h et 12 h le 28 avril.
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Fig. 23 – Ge´opotentiel a` 500 hPa. La situation du 27 avril 1992 a` 12 h au 29 avril a` 12 h par pas
de 24 h. On observe en altitude le de´veloppement d’une dorsale Atlantique avec la cre´ation d’un
profond thalwheg sur le 10 est, ceci a` partir du 29 avril.
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et 55 nord et par les longitudes 20 ouest et 10 est. On voit que l’essentiel du trajet du coeur de
la de´pression sera contenu dans ce domaine d’e´tude. Les flux aux frontie`res doivent a priori eˆtre
importants si on conside`re les gradients de pression, ceux de ge´opotentiel et les vents observe´s. On se
place ainsi dans les conditions de test ide´ales pour re´pondre aux questions de la section pre´ce´dente.
Le domaine d’e´tude aux frontie`res ouvertes est traverse´ par un phe´nome`ne rapide de petite e´chelle.
Il s’agit d’une de´pression dite secondaire qui est d’e´chelle sous-synoptique et dont l’e´tude de´taille´e
devra faire l’objet de la campagne FRONTS 96. Une e´tude pre´liminaire d’Ayrault et Jousselin
(1993) a permis de conclure que le me´canisme d’instabilite´ barotrope pourrait eˆtre a` l’origine du
de´veloppement des ondulations le long des fronts. C’est ce type de re´sultat qu’il faut si possible
infirmer ou confirmer sur l’exemple conside´re´, si toutefois cet exemple s’ave`re repre´sentatif de cette
classe de phe´nome`nes.
4.3 Les simulations nume´riques.
Le syste`me de pre´vision franc¸ais e´tait dote´ en avril 1992 de deux types de mode`les nume´riques.
L’un, appele´ Emeraude, est un mode`le spectral global a` la troncature triangulaire T79 avec 15
niveaux verticaux, soit une re´solution horizontale approximative de 170 km. L’autre, appele´ Peridot,
est un mode`le en points de grille 119× 119 a` la re´solution de 35 km centre´ sur la Bretagne, avec
e´galement 15 niveaux verticaux. C’est le mode`le global Emeraude qui fournit les conditions aux
limites pour le mode`le couple´ a` maille fine Peridot.
Depuis le mois d’octobre 1992, le mode`le Emeraude a e´te´ remplace´ par la version a` maille uniforme
d’un nouveau mode`le appele´ Arpege, le mode`le Peridot continuant a fournir les pre´visions a` e´chelle
fine sur l’Europe occidentale jusqu’au mois d’octobre 1993. A cette date, la version du mode`le Arpege
utilisant une maille variable a e´te´ mise en ope´rationnel, en remplac¸ant par un mode`le unique les deux
mode`les couple´s pre´ce´dents (Arpege maille uniforme / Peridot). Cette maille variable correspond a`
une transformation conforme qui se traduit par une re´solution qui varie continuˆment entre le poˆle
dit d’inte´reˆt et le poˆle dit de de´sinte´reˆt. Pour un mode`le spectral global de troncature triangulaire
T95 et un facteur d’e´tirement c = 3.5 , on peut conside´rer en premie`re approximation que les
troncatures e´quivalentes en ces deux poˆles valent respectivement c fois et 1/c fois la troncature
nominale, soit pour cet exemple qui correspond a` la premie`re version ope´rationnelle d’Arpege a`
T330 sur la France (au lieu de coordonne´es 2.5784 est, 46.46885 nord) et T27 vers l’Australie. Les
re´solutions e´quivalentes sont respectivement de 40 km et de 500 km. On se reportera a` Courtier et
Geleyn (1988) et a` Courtier et al. (1991) pour la description du mode`le Arpege.
Pour re´aliser l’e´tude e´nerge´tique de cette the`se il a e´te´ de´cide´ de ne pas utiliser les sorties du
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mode`le Emeraude, mais de lui pre´fe´rer le mode`le Arpege a` maille uniforme qui se comporte comme
le mode`le Emeraude sur la situation du 26 au 29 avril 1992. La version a` maille variable d’Arpege
a ensuite e´te´ e´tudie´e sur la meˆme pe´riode. Ainsi seule l’influence de l’e´tirement interviendra pour la
comparaison entre les deux expe´riences. Les versions d’Arpege qui ont e´te´ utilise´es sont T79, c = 1,
15 niveaux hybrides pour le mode`le a` maille uniforme et T95, c = 3.5, 21 niveaux hybrides pour
le mode`le a` maille variable. Deux cycles d’assimilation ont e´te´ refaits, l’un avec le mode`le (T79,
c = 1), l’autre avec le mode`le (T95, c = 3.5). Ces cycles ont de´bute´ sur le re´seau du 26 a` 00UTC.
Puis deux pre´visions a` 48h ont e´te´ lance´es en partant du 27 a` 00UTC avec les mode`les a` mailles
uniforme et variable.
Par manque de temps, le calcul des cycles n’a pas e´te´ effectue´ a` partir des mode`les Emeraude et
Peridot, bien que la me´thode puisse eˆtre applique´e aux fichiers issus de ces mode`les.
La qualite´ des diffe´rents mode`les Peridot, Arpege uniforme et Arpege a` maille variable sera juge´e
brie`vement par l’examen des cartes pour les pre´visions a` 30 h d’e´che´ance, soit pour le 28 a` 6h
qui correspond au creusement maximum de la de´pression. C’est le moment ou` le centre d’action est
localise´ en Manche et sur le Cotentin (voir la figure 22).
On voit sur les cartes de la figure (24) que pour la pression re´duite au niveau de la mer l’analyse
initialise´e ve´rifiante qui est pre´sente´e est celle du mode`le Arpege a` maille variable. C’est l’analyse
qui semble la plus proche de la re´alite´. Le minimum de pression est voisin de 1002 hPa, alors qu’il
se situe vers 996 hPa en re´alite´. On voit surtout que, des trois mode`les, c’est le mode`le Arpege a`
maille variable qui donne la meilleure pre´vision du phe´nome`ne, avec une isobare a` 1010hPa qui
descend jusqu’a` la Vende´e alors que Peridot ou Arpege a` maille uniforme laisse cette isobare sur le
sud de l’Angleterre.
Les cartes du ge´opotentiel a` 500hPa, qui ne seront pas pre´sente´es, indiquent e´galement que c’est
la pre´vision du mode`le Arpege a` maille variable qui est la meilleure, avec un thalweg qui n’est pas
assez marque´ pour les mode`les Peridot et Arpege a` maille uniforme.
La dynamique de la situation est elle aussi mieux rendue avec le mode`le Arpege a` maille variable.
On le remarque sur la figure (25) ou a` 400hPa la pre´sence de vents supe´rieurs a` 45m/s dans la
traˆıne poste´rieure de nord-ouest est plus proche des valeurs analyse´es (55m/s) que pour les autres
mode`les. C’est aussi le cas a` 850 hPa ou` la pre´sence d’un renforcement supe´rieur a` 15m/s dans le
flux de sud-ouest sur le bassin parisien est mal vu par le mode`le Arpege a` maille uniforme et par
Peridot (cartes non montre´es ici). De manie`re ge´ne´rale c’est la structure me´ridienne du flux associe´e
a` la de´pression qui est imparfaitement repre´sente´e par ces deux derniers mode`les.
On en de´duit que les champs de masse et de mouvement, bien qu’imparfaits, sont nettement
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L’analyse initialise´e AS Le mode`le ARS
Le mode`le ARP Le mode`le PER
Fig. 24 – Les trois pre´visions a` 30 h d’e´che´ance et l’analyse ve´rifiante pour le 28 avril 1992 a`
6 h . Le parame`tre est la pression re´duite au niveau de la mer (e´cartement de 5 hPa). On montre les
pre´visions des mode`les Arpege a` maille uniforme (ARP), Arpege a` maille variable (ARS) et Peridot
(PER). L’analyse initialise´e (AS) est celle du mode`le a` maille variable.
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L’analyse initialise´e AS Le mode`le ARS
Le mode`le ARP Le mode`le PER
Fig. 25 – Les trois pre´visions a` 30 h d’e´che´ance et l’analyse ve´rifiante pour le 28 avril 1992 a` 6 h.
Le parame`tre est le vent a` 400 hPa avec les isotaches en traits continus (e´cartement de 5m/s).
On montre les pre´visions des mode`les Arpege a` maille uniforme (ARP), Arpege a` maille variable
(ARS) et Peridot (PER). L’analyse (AS) est celle du mode`le a` maille variable.
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mieux pre´vus par le mode`le Arpege a` maille variable que par les autres mode`les.
Il est important de remarquer que les diffe´rences entre les pre´visions sont principale-
ment lie´es a` la de´pression secondaire et pas vraiment a` la situation ge´ne´rale de plus
grande e´chelle. En conse´quence, une diffe´rence de comportement e´nerge´tique entre les
versions a` maille uniforme ou a` maille variable d’Arpege pourra eˆtre interpre´te´e comme
un signal lie´ a` cette de´pression secondaire. Cette proprie´te´ sera utilise´e par la suite pour
rechercher les signaux spe´cifiques a` l’activite´ de cette de´pression et c’est finalement le
fait que les pre´visions d’Arpege a` maille uniforme sont de qualite´ me´diocre qui per-
mettra paradoxalement de mieux comprendre l’e´nerge´tique d’un phe´nome`ne d’e´chelle
sous-synoptique.
Toutefois, le mode`le a` maille uniforme reproduisant en partie le phe´nome`ne, on peut s’attendre
a` ce que l’e´nerge´tique de ce mode`le contienne e´galement une partie de l’information pertinente. Il
faudra en particulier essayer de diffe´rencier les effets du thalwheg qui s’e´tablit a` partir du 27 sur
le domaine d’e´tude avec les effets de la de´pression secondaire.
Les cycles d’assimilation des deux versions d’Arpege ont de´bute´ la veille de la date de base pour
les pre´visions, c’est a` dire le 26 avril. C’est une meˆme pre´vision du mode`le Emeraude qui a servi de
point de de´part aux deux cycles. Il aurait en fait e´te´ pre´fe´rable de re´aliser une dure´e d’assimilation
d’au minimum trois jours avant le lancement des pre´visions. On constate cependant que les deux
versions d’Arpege ont de´ja` acquis une certaine inde´pendance vis a` vis du point de de´part commun
puisque les pre´visions, d’apre`s les figures (24) et (25), ont de´ja` commence´ a` se diffe´rencier.
Une autre fac¸on d’ame´liorer la qualite´ de ces pre´visions aurait e´te´ de prendre en compte dans la
phase d’assimilation, autant que possible, le re´seau d’observation comple´mentaire qui a e´te´ obtenu
lors de cet e´pisode du 26 au 29 avril 1992. Cette situation a en effet co¨ıncide´ avec la cam-
pagne anglaise FRONT 92 ou` des mesures ae´roporte´es on e´te´ effectue´es et ou` des sondes ont e´te´
lance´es. Ces mesures semblent malheureusement avoir e´te´ entreprises dans une phase assez tardive
du de´veloppement de la de´pression secondaire, principalement le 27 avril, entre 12 h et 21 h . Il
n’est donc pas certain que l’impact de ces observations comple´mentaires sur le cycle d’assimilation
soit tre`s important pour la pre´vision a` 30h d’e´che´ance a` partir du 27 avril a` 0h qui est e´tudie´e
ici.
4.4 Le calcul des cycles.
L’ide´al serait de re´aliser l’ensemble des calculs diagnostiques a` partir des donne´es brutes des
mode`les, en respectant tre`s exactement le relief, les grilles horizontales, les niveaux verticaux et
l’arrangement choisi pour les diffe´rentes variables pronostiques et diagnostiques en chaque point de
grille et sur les niveaux verticaux hybrides. Ce n’est qu’en prenant ces pre´cautions que les variables
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seront exemptes de bruits et d’erreurs de calcul, en particulier pour les parame`tres vitesse verticale
et divergence qui seront utilise´s dans le calcul des cycles isobares d’exergie, mais aussi pour le
parame`tre tourbillon isobare qui ne sera pas e´tudie´ ici.
De tels calculs sont effectivement re´alise´s dans le mode`le Arpege, aussi bien avec la maille uni-
forme que pour la maille variable. Mais ces diagnostics par domaines horizontaux (en abre´ge´ DDH)
n’incluent pas les calculs des cycles d’e´nergie utilisable. De plus, une partie des informations concer-
nant le vent n’est pas disponible pour la maille variable, du moins dans la version pre´sente du code.
Aussi a-t-il e´te´ de´cide´ de de´velopper un module informatique de calcul des cycles isobares d’enthal-
pie utilisable en choisissant comme fichiers d’entre´e les champs interpole´s en niveaux pression corres-
pondant a` la banque de donne´es analyse´es et pre´vues de Me´te´o-France (la BDAP). Tous les mode`les
cite´s (Arpege, Emeraude, Peridot), mais aussi celui du centre europe´en de pre´vision a` moyenne
e´che´ance, sont susceptibles d’alimenter la BDAP. Ce module de calcul des cycles peut ainsi servir
d’outil d’investigation du comportement e´nerge´tique de ces mode`les.
Les champs sont disponibles sur divers domaines et pour des re´solutions adapte´es a` chacun d’entre
eux. Mais, pour cette the`se, un domaine particulier a e´te´ cre´e´. Comme indique´ pre´ce´demment, on a
reporte´ sur les figures (22) et (23) le domaine d’e´tude qui est de´limite´ par les latitudes 45 et 55 nord
et par les longitudes 20 ouest et 10 est. La re´solution est de 0.25 dg en longitude et en latitude, ce
qui donne une grille de 121× 41 points sur l’horizontale. La re´solution verticale est de 16 niveaux
de pression ( 1000 a` 800hPa par pas de 50, puis 700 a` 300hPa par pas de 100, ensuite 250 a`
100 hPa par pas de 50 et enfin les niveaux 70 et 50hPa).
Outre le champ de pression re´duite au niveau de la mer, les champs lus pour chacun de ces
niveaux sont : les ge´opotentiels, les tempe´ratures, les deux composantes horizontales du vent et la
vitesse verticale. Les phe´nome`nes extrapole´s sous le relief seront malheureusement pris en compte,
une limitation des diagnostics aux seules parties ae´riennes pertinentes pourra faire l’objet d’une
future version du code informatique.
Les ge´opotentiels et les vitesses verticales ne sont pas filtre´s (bien que cette possibilite´ existe
maintenant pour ces deux champs de la BDAP) et c’est au de´part la pre´sence d’un bruit important
pre`s des reliefs qui a motive´ le calcul d’un nouveau champ de vitesse verticale. En fait, le raison-
nement qui a pre´valu est que les trois contraintes qui sont utilise´es dans les calculs analytiques
des cycles sont : (i) l’e´quation d’e´tat p = ρR T ; (ii) l’e´quation de l’e´quilibre hydrostatique
∂ Φ / ∂ p = −RT / p ; (iii) l’e´quation de continuite´ divp (~uh ) + ∂ ω / ∂ p = 0. C’est principalement
la troisie`me de ces contraintes qui n’est pas ve´rifie´e par les champs ~uh et ω de la BDAP et
ce de´se´quilibre est tre`s pre´judiciable pour la pre´cision des calculs des cycles. Pour respecter simul-
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tane´ment les trois contraintes il ne sera pas fait usage d’un filtre, ni de la me´thode dite cine´matique,
ni de l’e´quation dite ”en omega”. Meˆme si les filtres re´duisent le bruit, l’e´quation de continuite´ n’est
pas ve´rifie´e nume´riquement. La me´thode cine´matique permet certes de calculer une nouvelle vitesse
verticale, mais au prix d’une modification du champ de divergence associe´ et il faudrait corriger
en conse´quence le champ de vent. Quant a` l’e´quation ”en omega”, elle de´rive d’une approxima-
tion quasi-ge´ostrophique qu’il n’a pas paru souhaitable d’introduire pour l’e´tude du comportement
e´nerge´tique d’un phe´nome`ne tel que cette de´pression secondaire de petite e´chelle.
Il a donc e´te´ simplement de´cide´ de conserver les champs Φ, T et ~uh tels qu’ils sont fournis par
la BDAP, puis de calculer un nouveau champ de vitesse verticale ω∗ par une simple inte´gration
verticale la divergence, ceci en partant du niveau supe´rieur a` la pression 50 hPa ou` ω(1) ≡ ω∗(1)
est faible.
Il a e´te´ ve´rifie´ sur un exemple que la nouvelle vitesse verticale est re´aliste. Elle est en fait proche
de celle de la BDAP, excepte´ sous les reliefs ou` les me´thodes d’extrapolation de la BDAP semblent
mises en de´faut. Le calcul de la divergence isobare du vent ainsi que l’inte´gration verticale de
cette quantite´ sont effectue´s de manie`re aussi cohe´rente que possible avec les de´finitions de la grille
horizontale et des niveaux verticaux qui sont ensuite utilise´s pour les calculs des cycles e´nerge´tiques.
Il a e´te´ controˆle´ que l’e´quation de continuite´ est ve´rifie´e avec une bonne approximation, mais il n’y
a pas e´galite´ stricte puisque les ope´rateurs nume´riques de de´rive´e verticale et d’inte´gration verticale
ne sont pas rigoureusement inverses l’un de l’autre.
Le parame`tre humidite´ n’est pas pris en compte dans cette version du code. Un premier essai de
ge´ne´ralisation a toutefois e´te´ entrepris par des stagiaires de l’e´cole nationale de la me´te´orologie en
1993 en appliquant les re´sultats de la the´orie humide qui sont expose´s dans l’article de Marquet
(1993).
Le domaine horizontal de calcul est surdimensionne´ par une range´e supple´mentaire de points
pour que les calculs des de´rive´es horizontales qui sont des sche´mas centre´s d’ordre 2 couvrent le
domaine inte´rieur. Le sche´ma de de´rive´e verticale est e´galement centre´ et du deuxie`me ordre, sauf
pour les deux extre´mite´s infe´rieure et supe´rieure ou` c’est un sche´ma de´centre´ du premier ordre qui
est employe´. Les tendances temporelles sont obtenues soit par des diffe´rences de´centre´es avant ou
arrie`re entre deux fichiers conse´cutifs, soit par un sche´ma centre´ d’ordre 2 entre trois fichiers qui
peuvent ne pas eˆtre e´quidistants.
Le code informatique du module de calcul des diagnostics a e´te´ de´veloppe´ a` l’image de celui du
mode`le Arpege. Il utilise le principe du pilotage externe par une ‘namelist’ ou` on pre´cise la ge´ome´trie
du domaine d’investigation et les types de diagnostics de´sire´s (niveaux verticaux, moyennes entre
deux niveaux de pression de´termine´s, etc).
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4.5 Les re´sultats.
Tous les re´sultats qui vont eˆtre pre´sente´s dans les sections qui suivent inte´ressent l’ensemble
du domaine d’e´tude. Ce sont des valeurs inte´gre´es entre les niveaux 1000 hPa et 50 hPa. Les
unite´s sont en 105 J m−2 pour les e´nergies, en W m−2 = 0.864 105 ( J m−2 )/jour pour les te-
rmes des e´quations d’e´volution de ces e´nergies (tendances, conversions, ge´ne´rations, dissipations,
convergences des flux aux frontie`res). Les termes de dissipation et de ge´ne´ration ne sont pas calcule´s
directement. Ils sont obtenus en tant que re´sidus des e´quations, tous les autres termes pouvant eˆtre
calcule´s.
L’e´tude de la structure verticale des termes e´nerge´tiques constitue pourtant la finalite´ de cette
the`se et cette e´tude sera effectivement entreprise de`s que la me´thode du calcul nume´rique des
cycles sera valide´e par comparaison aux re´sultats ante´rieurs obtenus par d’autres auteurs. Il sera
probablement ne´cessaire de reprendre un cycle d’assimilation plus complet sur cette situation, avec
une version plus re´cente du code du mode`le Arpege, en profitant e´galement des possibilite´s nouvelles
de troncatures plus e´leve´es de ce mode`le (T159, c = 3.5, 27 niveaux verticaux en utilisant une
dynamique semi-lagrangienne, soit T556 sur la France). Il sera sans doute aussi utile de s’inte´resser
a` d’autres situations de cycloge´ne`se encore plus marque´es qui se sont de´veloppe´s pendant l’anne´e
1993.
4.5.1 L’e´chantillonnage temporel.
Les sorties du mode`le Arpege ont e´te´ sauvegarde´es avec une fre´quence de 2 h pour obtenir une
bonne pre´cision. Mais, pour la partie assimilation, on ne dispose au mieux que d’une fre´quence de
6 h. Toute volonte´ de mise en œuvre ope´rationnelle des re´sultats issus de cette e´tude devra pourtant
comporter une me´thode de validation, la re´fe´rence e´tant constitue´e par les cycles calcule´s a` partir
des fichiers d’analyse de l’assimilation.
Il est donc tre`s important de ve´rifier que le calcul des cycles n’est pas trop influence´ par cet
e´chantillonnage temporel de 6 h. Pour ce faire, une pre´vision pour le mode`le Arpege T79 a e´te´
effectue´e sur la base du 28 a` 0 h et les cycles ont e´te´ calcule´s a` partir des meˆmes sorties toutes
les 2 h et 6 h. Si la plupart des termes e´nerge´tiques sont peu affecte´s par cet e´chantillonnage, le
calcul des tendances euleriennes est a` l’inverse bien moins pre´cis en cas de fre´quence de 1/6 h−1 et
les termes de dissipation et de chauffage diffe´rentiel qui sont des quantite´s re´siduelles des e´quations
pourraient devenir irre´alistes si les erreurs e´taient trop importantes.
On voit sur les figures (26) et (27) que pour les termes touchant le re´servoir KE il y a un bon accord
entre les deux me´thodes de calcul. L’e´chantillonnage de 6 h est certes moins pre´cis, mais l’e´volution
de la tendance ∂ KE /∂t est bien reproduite avec des maximums relatifs a` 10W/m
−2 et − 1W/m−2
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Fig. 26 – Les e´volutions du re´servoir e´nerge´tique KE pour la pre´vision a` 48 h de base le
28 avril 1992 a` 0 h. La tendance eulerienne est ∂ KE /∂t, la convergence du flux aux frontie`-
res est −
∫∫∫
M
B(kE) dm, alors que la de´rive´e totale moyenne est
∫∫∫
M
(dkE/dt) dm = ∂ KE /∂t
+
∫∫∫
MB(kE) dm. On montre les deux types de calcul avec les e´chantillonnages de 2 h et de 6 h.
99
Fig. 27 – On pre´sente, comme pour la figure pre´ce´dente, les e´volutions des termes de conversion
et de dissipation du re´servoir KE. On montre les deux types de calcul avec les e´chantillonnages de
2 h et de 6 h.
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respectivement en de´but et en fin de pe´riode et avec un minimum a` − 16W/m−2 autour du 29 a`
0 h. La dissipation −DE est elle aussi bien reproduite avec des valeurs logiquement ne´gatives et
qui restent mode´re´es. Ce n’e´tait pas le cas pour Brennan et Vincent (1980) et Michaelides (1987)
ou` il est mentionne´ que le terme C(Φ, kE) ne pouvait pas eˆtre calcule´ avec pre´cision, le re´sidu de
ces e´tudes e´tant en fait de´finit par C(Φ, kE) − dE qui pouvait prendre des valeurs positives ou
ne´gatives.
Meˆme si les de´tails de l’e´volution de ∂ KE /∂t sont masque´s avec l’e´chantillonnage de 6 h, il
faut rappeler que les phe´nome`nes pre´sents dans cette e´tude sont de petite e´chelle et qu’ils e´voluent
rapidement a` l’inte´rieur et a` travers le domaine d’e´tude. Le test est en fait tre`s se´ve`re et il semble
qu’une comparaison pourra eˆtre effectue´e a` l’avenir entre les cycles e´nerge´tiques de l’assimilation et
ceux calcule´s a` partir des pre´visions avec un e´chantillonnage de 6 h.
Ceci ouvre la possibilite´ d’une utilisation a` des fins ope´rationnelles pour les trois points
suivants : (i) appre´cier le degre´ de cycloge´ne`se pour diffe´rents sous-domaines d’une pre´vi-
sion ; (ii) trouver de manie`re automatique les zones de cycloge´ne`se active ; (iii) fournir
de nouveaux scores de qualite´ des pre´visions par comparaison aux analyses. Ces scores
seraient caracte´ristiques de l’e´nerge´tique et de la dynamique du mode`le et ils seraient
comple´mentaires des autres scores plus classiques qui quantifient une information de
type distance entre champs pre´vus et analyse´s (e´carts-types et moyennes des erreurs,
corre´lations de tendances et d’anomalies).
4.5.2 L’e´tude de Pearce.
Il est inte´ressant de rappeler les re´sultats de Pearce (1978) qui a e´tudie´ l’e´nerge´tique du syste`me
d’ondes baroclines de´crit dans Simmons et Hoskins (1978). C’est un ensemble pe´riodique de nombre
d’onde 6. Le mode`le ne comprend pas de terme de chauffage diffe´rentiel (GS = GZ = GE = 0).
C’est entre les jours 4 et 8 que ce train d’onde a connu son de´veloppement maximal, la circulation
redevenant progressivement zonale entre les jours 10 et 13. La figure (28) montre les e´volutions entre
les jours 0 et 14 pour plusieurs des e´nergies et des conversions qui interviennent dans cette the`se.
Ces quantite´s sont inte´gre´es sur l’ensemble du domaine. Comme AS ≫ AZ ≈ AE , les e´volutions
sont trace´es par diffe´rence avec les valeurs a` l’instant initial : AS − (AS)(0), AZ − (AZ)(0) et
AE − (AE)(0).
Les de´croissances de AZ et de AS traduisent une diminution des contrastes moyens de tempe´ratu-
re, me´ridiens pour AZ , verticaux pour AS. On retrouve l’effet connu des perturbations baroclines
sous les latitudes tempe´re´es : elles transportent la chaleur vers le nord et vers les hautes altitudes
en re´duisant les gradients moyens de tempe´rature associe´s. Le passage par un maximum pour AE
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Fig. 28 – Les e´volutions au cours des quatorze premiers jours de la simulation de Simmons et
Hoskins (1978) pour trois re´servoirs e´nerge´tiques et pour certaines conversions, d’apre`s l’e´tude de
Pearce (1978).
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au voisinage du jour 8 correspond au de´veloppement extreˆme des perturbations baroclines associe´es
a` des contrastes zonaux de tempe´rature importants sur chaque cercle de latitude (pre´sence de
structures me´ridiennes marque´es).
Les conversions e´nerge´tiques s’organisent pour rendre compte des e´volutions des re´servoirs. Ce
sont les trois conversions C(AS, AE), C(AZ , AE) et C(AE, KE) qui dominent entre les jours 3 et
10, ce qui explique la croissance de AE aux de´pens de AS et de AZ , avec dans le meˆme temps une
transformation de AE en KE qui est imme´diate puisque C(AS, AE) + C(AZ , AE) ≈ C(AE , KE).
On retrouve le chemin barocline classique qui ge´ne`re les perturbations (KE passe par un maximum).
La nouveaute´ par rapport a` l’approche de Lorenz vient de la se´paration de C(AS + AZ , AE) en
deux conversions inde´pendantes, leur somme e´tant sensiblement e´gale a` la conversion (CL)A entre
les re´servoirs (AL)Z et (AL)E de Lorenz. Le retour a` la circulation zonale provient principalement
de la conversion C(KS + KZ , KE) qui est largement ne´gative au dela` du jour 10, avec de plus
C(AS, AZ) < 0 et C(AZ , KZ) < 0 .
D’apre`s la section (2.5.3), la partie horizontale de la conversion C(AZ , AE) repre´sente le transfert
de chaleur vers le nord qui est provoque´ par le flux me´ridien d’enthalpie qui ope`re a` contre-gradient
du contraste me´ridien sud-nord de tempe´rature. La partie verticale de cette conversion est en ge´ne´ral
ne´gligeable a` grande e´chelle.
La conversion C(AS, AE) repre´sente l’impact du flux vertical d’enthalpie qui a pour effet d’aug-
menter la stabilite´ verticale en rapprochant le profil moyen de tempe´rature du profil isotherme
T (p) = Tr, ce qui diminue AS. La conversion C(AS, AZ) est formellement identique a` C(AS, AE),
cette dernie`re traduisant l’effet des e´carts aux moyennes zonales, la conversion C(AS, AZ) exigeant
un raisonnement a` partir des e´carts entre les moyennes zonales et les moyennes isobares.
Pour la conversion C(AE, KE) , l’interpre´tation physique est donne´e par l’effet des ascendances
des zones chaudes et de la subsidence des zones froides, a` condition de regarder les variations des
phe´nome`nes sur chaque cercle de latitude. On a vu dans la section (2.5.3) qu’il s’agit aussi d’un flux
vertical de ge´opotentiel : ascendances des zones de bas ge´opotentiels, subsidences des zones de haut
ge´opotentiel. L’ensemble de ces flux correspond a` une diminution des contrastes de tempe´rature
et de ge´opotentiel sur chaque cercle de latitude. Les meˆmes arguments peuvent eˆtre utilise´s pour
la conversion C(AZ , KZ), a` condition de raisonner a` partir des moyennes zonales de tempe´rature
et de ge´opotentiel et de rechercher les me´canismes qui conduisent a` la diminution des contrastes
me´ridiens associe´s.
Quant a` la conversion C(KS+KZ , KE), elle correspond principalement aux deux premiers termes
de la formulation (99) qui sont ne´gatifs si les flux de quantite´ de mouvement ont tendance a` stabi-
liser l’e´coulement (transformation des perturbations me´ridiennes du mouvement en une circulation
103
Fig. 29 – Les deux parties ”horizontales” et ”verticales” de la composante C(AZ , AE). La partie
verticale C(AZ , AE)O est ne´gligeable devant C(AZ , AE)V .
purement zonale). C’est bien le cas pour le syste`me de train d’ondes baroclines e´tudie´ par Pearce
(1978) ou` en fin d’e´volution, entre les jours 9 et 12, de fortes valeurs ne´gatives sont observe´es.
On remarque qu’a` grande e´chelle C(AS, AZ) et C(AZ , KZ) sont faibles par rapport aux autres
conversions, elles ne de´passent gue`re − 1W/m−2.
4.5.3 Les parties ”horizontales” et ”verticales” des conversions.
On a rappele´ a` la section pre´ce´dente que plusieurs des conversions de´finies aux sections (2.4.2)
et (2.5.2) posse`dent des termes qui de´pendent des structures ”horizontales” ou ”verticales” du vent
(de´pendant de u, v ou ω). Cette de´pendance provient soit de la pre´sence de ces termes u, v ou
ω en facteur des expressions, soit de la pre´sence de de´rive´es par rapport aux variables associe´es x,
y ou p. C’est par exemple le cas pour C(AZ , AE) qui est l’inte´grale verticale de (91). On obtient
deux termes note´s C(AZ , AE)V et C(AZ , AE)O respectivement pour la partie de´pendant de vλ Tλ
et celle de´pendant de ωλ Tλ. Il est ge´ne´ralement admis qu’a` grande e´chelle c’est C(AZ , AE)V qui
pre´domine.
La pre´dominance de C(AZ , AE)V est e´galement ve´rifie´e pour l’e´tude pre´sente d’une de´pression
secondaire de petite e´chelle sur un domaine limite´. Pour le montrer, examinons l’e´volution des
conversions sur la pe´riode du 27 a` 0h au 29 a` 18 h, en partant des analyses initialise´es du cycle
d’assimilation pour le mode`le Arpege dans sa version e´tire´e T330. On voit sur la figure (29) que les
carre´s noirs sont superpose´s aux carre´s blancs et qu’avec une bonne pre´cision il est en effet possible
de ne´gliger C(AZ , AE)O.
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De meˆme, les conversions C(KS, KZ), C(KS, KE) et C(KZ , KE) sont les inte´grales verticales
de (85), (86) et (92). Les deux premie`res conversions se se´parent comme pour C(AZ , AE) en
termes de´pendant des composantes zonale (u) et me´ridienne (v) du vent. La troisie`me conversion
C(KZ , KE) est plus complexe puisqu’elle se compose de quatre termes qui de´pendent des produits
uλ vλ, vλ vλ, uλ ωλ et vλ ωλ. Ces termes seront respectivement note´s C(KZ , KE)UV , C(KZ , KE)V V ,
C(KZ , KE)UO et C(KZ , KE)V O sur les graphiques de la figure (30).
On voit sur cette figure que la conversion C(KS, KZ) de´pend essentiellement du terme de conver-
sion “zonale” C(KS, KZ)U , la partie “me´ridienne” C(KS, KZ)V restant tre`s faible tout au long de
la pe´riode. Il en va autrement pour la conversion C(KS, KE) qui est par ailleurs plus importante que
C(KS, KZ). C’est la partie C(KS, KE)V qui pre´domine, a` l’exception du tout de´but de la pe´riode
avant le 27 a` 6 h. Quant a` la conversion C(KZ , KE) qui domine les deux autres C(KS, KZ) et
C(KS, KE), on voit que les deux parties ”horizontales” l’emportent sur les deux parties ”verticales”.
Et c’est en fait C(KZ , KE)V V qui donne la contribution la plus forte a` la conversion totale pour la
pe´riode qui co¨ıncide avec la pre´sence de la de´pression dans le domaine (autour du 28 a` 6h).
On ne retrouve donc pas le re´sultat obtenu a` plus grande e´chelle. Le fait de s’inte´resser a` un
domaine limite´ peut donner un poids important a` pratiquement tous les termes de ces conversions,
sauf peut eˆtre pour les parties ”verticales” qui semblent pouvoir toujours eˆtre ne´glige´es devant
les parties ”horizontales”. Il faudrait atteindre le niveau de la me´so-e´chelle pour voir ces termes
”verticaux” devenir importants. D’apre`s les figures (22) et (23) les structures me´ridiennes dominent
largement, meˆme si les variations des moyennes zonales ne semblent pas tre`s marque´es. Les fortes
valeurs de la composante v dans le domaine expliquent probablement les diffe´rences observe´es
avec les re´sultats classiques de grande e´chelle ou` les variations sud-nord des moyennes zonales uλ
pre´dominent devant celles de vλ. Ce n’est pas le cas ici.
Etudions maintenant les trois conversions C(Φ, KS), C(Φ, KZ) et C(Φ, KE) qui sont les inte´gra-
les verticales de (61), (89) et (90). Le calcul de ces quantite´s est en ge´ne´ral tre`s sensible aux erreurs
nume´riques et les divers auteurs pre´fe`rent souvent les e´valuer en tant que re´sidus des e´quations, en
meˆme temps que les dissipations DS, DZ et DE .
Ces trois conversions sont se´pare´es en trois parties ou` apparaissent en facteur des de´rive´es les
composantes u, v et ω du vent. En utilisant les notations C(. . . , . . .)U , C(. . . , . . .)V et C(. . . , . . .)O
pour ces trois parties, on a reporte´ sur la figure (31) les e´volutions sur la pe´riode du 27 a` 0h au
29 a` 18 h pour les analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable.
On observe en premier lieu que les valeurs de la composante C(Φ, KS) sont tre`s e´leve´es : entre
− 600W/m−2 et 400W/m−2. La partie C(Φ, KS)U est pratiquement e´gale mais de signe contraire
a` C(Φ, KS)V , la troisie`me partie C(Φ, KS)O e´tant pre´ponde´rante. Les valeurs de C(Φ, KS)U et
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Fig. 30 – Les diffe´rentes parties des conversions C(KS, KZ), C(KS, KE) et C(KZ , KE).
106
Fig. 31 – Les diffe´rentes parties des conversions C(Φ, KS), C(Φ, KZ) et C(Φ, KE).
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Fig. 32 – Les e´volutions de la conversion avec KS : C(Φ, KS)U + C(Φ, KS)V , de la conversion
avec KZ : C(Φ, KZ)U + C(Φ, KZ)V et de la conversion avec KE : C(Φ, KE)U +C(Φ, KE)V .
C(Φ, KS)V sont e´leve´es : entre − 150W/m
−2 et 150W/m−2. Ces re´sultats doivent eˆtre explique´s
en de´tails, e´tant donne´ l’impact physique de termes aussi grands.
D’apre`s l’e´quation (61), des erreurs sur les calculs de ω influent beaucoup sur C(Φ, KS) par
l’interme´diaire de Rω T / p. Il faut en effet remarquer que dans cette expression c’est la tempe´rature
T qui intervient, avec des valeurs comprises entre 215K et 310K. Usuellement, dans les e´tudes
globales ou de grande e´chelle, on pose ω = 0 et seule la corre´lation R ω′ T ′ / p avec | T ′ | ≈ 15K
intervient via la conversion C(Φ, KB) qui est donne´e par (62). Cette diffe´rence d’un facteur 20 entre
T et T ′ explique la grande sensibilite´ a` la bonne de´termination de ω. La pre´sence de ce grand terme
C(Φ, KS) influe sur le re´servoir KS mais, par l’interme´diaire de la conversion C(AS, KS) et du
terme B(AP ) , les bilans de AS et de KS restent cohe´rents. On a appele´ ”chemin externe principal
” a` la section (2.5.2) ce trajet C(Φ, KS) ↔ −C(AS, KS) ↔ B(AP ) qui de´pend essentiellement
de ω. C’est donc par le biais de la diminution et de l’augmentation de la masse comprise entre
les couches isobares que le chemin externe principal est alimente´. Ces flux de masse doivent eˆtre
contrebalance´s par des flux aux frontie`res correspondants qui sont pre´sents via C(Φ, KS).
L’autre re´sultat C(Φ, KS)U ≈ −C(Φ, KS)V signifie que u ∂x (Φ) ≈ − v ∂y (Φ). Cette e´galite´
traduit simplement la proprie´te´, bien ve´rifie´e sous les latitudes tempe´re´es et dans l’atmosphe`re libre,
de l’e´quilibre ge´ostrophique du champ de vent horizontal et du champ de gradient de ge´opotentiel.
L’e´volution de la somme C(Φ, KS)U + C(Φ, KS)V qui est repre´sente´e sur la figure (32) montre
que le bilan est stable et re´aliste, ce qui prouve bien suˆr que l’e´quilibre ge´ostrophique est respecte´,
mais surtout que les calculs re´alise´s a` partir des fichiers interpole´s sur les niveaux isobares sont
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re´alise´s avec une pre´cision suffisante pour pouvoir corre´ler les champs de vents avec les gradients
de ge´opotentiels.
Analysons maintenant sur la figure (31) l’e´volution de la conversion C(Φ, KZ). On voit que les
valeurs sont la` aussi re´alistes, elles sont comparables a` celles de C(KZ , KE) qui ont e´te´ e´tudie´es
pre´ce´demment. Elles varient entre − 4W/m−2 et 7W/m−2. Mais, cette fois, il n’y a pas de terme
qui pre´domine et les trois parties sont a tour de roˆle importantes. Il faut insister ici sur le fait que
les valeurs ne pre´sentent pas d’instabilite´ de calcul lie´e a` l’e´valuation des gradients de ge´opotentiel.
Quant a` la conversion C(Φ, KE), la figure (31) montre que les valeurs restent e´galement mode´-
re´es, elles varient entre − 7W/m−2 et 12W/m−2. Il y a d’autre part, comme pour la compo-
sante C(Φ, KS) , une relation assez e´troite entre les deux parties ”horizontales” : C(Φ, KE)U ≈
−C(Φ, KE)V . C’est en fait aussi le cas pour la conversion pre´ce´dente, on a sensiblement C(Φ, KZ)U
≈ −C(Φ, KZ)V . On retrouve ainsi pour ces deux conversions la traduction en terme e´nerge´tique
de la proprie´te´ de l’e´quilibre ge´ostrophique mentionne´e a` propos de C(Φ, KS). On voit sur la fi-
gure (32) que la somme C(Φ, KZ)U + C(Φ, KZ)V e´volue peu, alors que la quantite´ C(Φ, KE)U
+C(Φ, KE)V pre´sente un extremum autour du 28 a` 18h, c’est a` dire juste apre`s le creusement
maximum de la de´pression.
Il ressort de ces analyses que l’impact des grandes contraintes atmosphe´riques que sont la relation
hydrostatique, l’e´quation de continuite´ et l’e´quilibre ge´ostrophique se trouve en quelque sorte rejete´
sur les deux grand re´servoirs AS et KS. Le cycle interne entre AZ , AE, KZ et KE est alors prote´ge´
des erreurs de calcul sur les grands termes C(Φ, KS), C(AS, KS) et B(AP ). On se reportera a` la
figure (11) qui constitue une vision sche´matique des cycles externes et internes. Ces remarques
justifient la se´paration de Ek en trois re´servoirs KS, KZ et KE , alors que les autres e´tudes ont
porte´ sur les deux re´servoirs KS +KZ et KE avec le risque de faire porter sur le cycle interne de
Lorenz entre AZ , AE , KS +KZ et KE les conversions C(Φ, KS) et C(AS, KS) qui ne peuvent
pas eˆtre calcule´es avec pre´cision. C’est le cas pour les e´tudes sur domaine limite´ de Brennan et
Vincent (1980) et Michaelides (1987) ou` l’absence de prise en compte de ω 6= 0 se traduisait par
des valeurs irre´alistes des dissipations qui e´taient calcule´es en tant que re´sidus.
La confrontation a` une application nume´rique issue d’une situation re´elle de de´pression secondaire
semble ainsi confirmer le bien-fonde´ de cette se´paration de Ek en trois composantes e´nerge´tiques
avec l’isolement du re´servoir d’e´nergie cine´tique du vent moyen sur le domaine KS. Meˆme si l’inte´reˆt
de cette de´marche devient a` peu pre`s e´vidente pour le cas d’un domaine limite´, il devrait en eˆtre
de meˆme pour les e´tudes globales comme celle de Lorenz (1955) puisque le vent moyen zonal n’est
pas nul (pre´sence des jets stratosphe´riques).
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4.5.4 Le cycle d’assimilation en T330.
On a vu a` la section (4.2) que c’est le cycle d’assimilation du mode`le Arpege dans sa version a`
maille variable (T330 sur la France) qui est le plus proche de la re´alite´. Il a e´te´ par ailleurs montre´
a` la section (4.5.1) qu’il e´tait possible de se fier a` une e´tude utilisant des fichiers e´quidistants avec
un espacement de 6 h. C’est le cas pour la se´rie des analyses initialise´es qui sont extraites d’un cycle
d’assimilation qui a de´bute´ le 26 avril 1992 a` 0h. Les calculs e´nerge´tiques qui vont eˆtre pre´sente´s
dans cette section portent sur cette se´rie d’analyses initialise´es entre le 27 a` 0 h et le 29 a` 18 h.
La raison pour laquelle les analyses (non-initialise´es) elles-meˆmes n’ont pas e´te´ utilise´es vient de ce
que les fichiers d’analyse du mode`le Peridot ne pouvaient pas eˆtre traite´s a` la fois par le module
de calcul des cycles et par le module de sortie de cartes. Il avait semble´ important, avant que le
mode`le Arpege a` maille variable n’apparaisse comme le plus proche de la re´alite´, de ne pas e´liminer
la possibilite´ d’utiliser comme re´fe´rence le mode`le Peridot si ce dernier s’e´tait ave´re´ le meilleur.
(a) Les e´nergies.
Commenc¸ons par l’e´tude des e´volutions des six re´servoirs e´nerge´tiques principaux AS, AZ , AE ,
KS, KZ et KE qui sont reporte´es sur la figure (33). On rappelle qu’il s’agit de quantite´s inte´gre´es
sur l’ensemble du domaine d’e´tude qui est de´crit a` la section (4.4). Les re´servoirs AB = AZ + AE
et KB = KZ + KE ont e´te´ reporte´s sur la figure (32) mais ils ne seront pas e´tudie´s sinon par
l’interme´diaire des re´servoirs AZ , AE, KZ et KE . Pour pallier au proble`me des fortes valeurs des
re´servoirs AS et KS il sera fait usage de la pre´sentation de Pearce (1978) mentionne´e a` la section
(4.2). Il s’agit de prendre comme re´fe´rence la valeur initiale a` la date du 27 avril 1992 a` 0h et de
tracer, pour chaque composante e´nerge´tique, la diffe´rence avec sa valeur initiale.
On reconnaˆıt sensiblement le sce´nario de l’onde barocline e´tudie´ par Pearce qui est re´sume´ sur la
figure (28) pour les re´servoirs AS, AZ et AE . Le maximum de de´veloppement de l’onde barocline
se situe au jour 8 dans l’e´tude de Pearce, il est localise´ ici autour du 28 entre 6 h et 12 h . On
l’a vu a` partir des cartes a` la section (4.2), on le voit aussi sur la figure (33) ou` KE passe par
un maximum assez prononce´ le 28 a` 12h. Comme pour l’onde barocline de Pearce, le re´servoir
AS de´croˆıt au cours de la pe´riode et le de´veloppement de la de´pression secondaire s’accompagne
d’une libe´ration d’e´nergie de 9 105 J/m−2. Mais contrairement a` la figure (28) le re´servoir AZ
ne pre´sente pas de variations notables, sinon une lente diminution entre le 27 a` 12 h et le 29
a` 0 h, une diminution qui est moins intense que dans l’e´tude de Pearce ( − 1.5 105 J/m−2 contre
− 5.5 105 J/m−2). Le re´servoir AE pre´sente des variations plus lentes pour la de´pression secondaire
que pour l’onde barocline, meˆme si l’augmentation qui s’e´tend ici sur toute la pe´riode du 27 a` 6h
au 29 a` 12 h induit au total un gain de 3 105 J/m−2 par rapport a` la valeur au 27 a` 6h.
Les re´servoirs KS, KZ et KE n’e´taient pas pre´sente´s dans Pearce (1978). On voit sur la figure
110
Fig. 33 – Les e´volutions des re´servoirs AS, AB, AZ , AE, KS, KB, KZ et KE. On prend comme
re´fe´rence les valeurs de ces composantes a` la date du 27 avril 1992 a` 0 h. Les calculs sont re´alise´s a`
partir de la se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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(33) que la mise en place du thalwheg et le de´veloppement de la de´pression secondaire se traduisent
par une forte augmentation de KE et une forte diminution de KS, le re´servoir KZ restant faible
mais de´croissant lui aussi entre le 27 a` 12h et le 28 a` 18 h.
L’ensemble de ces re´sultats peut eˆtre interpre´te´ de la manie`re suivante. Le fait que AZ soit faible
est logique puisqu’il de´pend des contrastes sud-nord des moyennes zonales des tempe´ratures. Ce
contraste est e´leve´ a` grande e´chelle, il est beaucoup plus faible ici sur un domaine limite´ ou` a` l’inverse
ce sont les variations zonales des composantes du vent et de la tempe´rature qui sont pre´ponde´rantes.
L’e´tablissement du profond thalwheg se traduit en effet par de fortes valeurs de AE en fin de pe´riode
(pre`s de 3 105 J/m−2) qui sont provoque´es par un important contraste ouest-est de tempe´rature.
La diminution de KS rele`ve du meˆme phe´nome`ne puisque le passage progressif, en altitude, d’une
circulation tre`s rapide et presque zonale est suivie par l’e´tablissement d’une circulation plus faible
avec surtout des vents me´ridiens e´leve´s qui s’annulent en moyenne sur le domaine, la composante
zonale KZ devenant ainsi beaucoup plus faible ainsi que la composante moyenne KS.
On remarque sur la figure (33) que l’e´volution de KE ≈ KB est bien corre´le´e avec celle de AS,
aussi bien en ordre de grandeur qu’en opposition de phase. Cette hypothe`se d’un lien e´troit entre
KE et AS est plausible puisqu’elle correspond au re´sultat de Pearce sur l’origine du de´veloppement
de l’onde barocline par une diminution des contrastes sud-nord et verticaux de tempe´rature :
C(AS, AE) + C(AZ , AE) ≈ C(AE, KE) avec C(AS, AE) ≈ C(AZ , AE). Ici, comme on a de faibles
valeurs de AZ , on peut supposer que C(AS, AE) doit eˆtre importante et que l’e´volution de la
de´pression secondaire est intimement relie´e a` l’e´volution du profil vertical de tempe´rature.
(b) Les conversions.
Parmi tous les termes qui seront e´tudie´s dans cette section, il paraˆıt logique de regrouper les
diffe´rentes conversions entres les re´servoirs principaux AS, AZ , AE , KS, KZ et KE, a` l’exclusion
des autres conversions avec le re´servoir d’e´nergie potentielle de pesanteur.
On voit sur la figure (34) que les deux conversions C(KS, KZ) et C(KS, KE) sont faibles,
voire ne´gligeables pour C(KS, KZ), par comparaison aux autres conversions, en particulier par
rapport a` C(KZ , KE), C(AE , KE) ou meˆme C(AZ , KZ). Le re´servoir du mouvement moyen KS
est donc pratiquement isole´ du cycle interne, les conversions avec KZ ou KE e´tant pratiquement
inexistantes.
Avant d’interpre´ter les e´volutions des autres conversions, il faut se rappeler que la de´pression
secondaire est absente du domaine au de´but de l’e´tude (le 27 avril 1992 a` 0h). C’est vers le 27
a` 12 h que le creusement de´bute et qu’elle rentre dans la re´gion de l’e´tude, a` l’est de la longitude
20 dg ouest. On remarque sur la figure (34) un signal tre`s net autour de cette date qui voit les
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Fig. 34 – Les e´volutions des conversions d’e´nergie entre les re´servoirs AS, AZ , AE, KS, KZ et
KE. Les calculs sont re´alise´s a` partir de la se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille
variable (T330 sur la France).
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conversions C(AS, AZ) et C(AZ , KZ) changer de signe brutalement.
Il semble pre´fe´rable, dans un premier temps, de se concentrer sur la pe´riode de de´veloppement de
la de´pression secondaire lorsqu’elle se trouve nettement a` l’inte´rieur du domaine, c’est a` dire du 27
a` 18 h au 28 a` 15 h. Apre`s cette date, la perturbation commence a` s’e´vacuer par le bord nord-est
du domaine. Les deux dates ont e´te´ renforce´es sur les graphiques, ainsi que le maximum d’activite´
de la de´pression qui est fixe´ au 28 a` 6h.
Dans cet intervalle, on retrouve pratiquement les meˆmes re´sultats que Pearce (voir la figure 28).
Les trois conversions C(AS, AE), C(AZ , AE) et C(AE, KE) sont sensiblement e´gales dans cette
e´tude en passant de la valeur 0W/m−2 a` la valeur 2W/m−2 entre le 27 a` 12 h et le 28 a` 0 h,
pour de´croˆıtre apre`s le 28 a` 12h. C’est ensuite, avec un petit de´calage temporel, la conversion
C(KZ , KE) qui devient fortement ne´gative a` partir du 28 a` 0h, pour atteindre des valeurs voisines
de − 6W/m−2.
Le me´canisme d’instabilite´ barocline est ainsi initie´ au de´but de l’intervalle et, au moins
d’apre`s l’e´nerge´tique globale du domaine, c’est par ce me´canisme et non par celui de l’in-
stabilite´ barotrope que la de´pression secondaire semble se de´velopper. Quant a` la phase
de maturite´ et de de´ge´ne´rescence qui se traduit par les valeurs ne´gatives de C(KZ , KE),
elle semble plus pre´coce que dans l’e´tude de Pearce.
On fait ici l’hypothe`se que les interpre´tations qui viennent d’eˆtre donne´es correspondent bien
a` la seule de´pression secondaire. Cela reste a` de´montrer et l’e´tude des deux pre´visions avec les
deux versions du mode`le Arpege qui sera faite a` la section suivante sera consacre´e a` la recherche
de ces signaux propres a` cette de´pression. Etant donne´ la pre´sence de ces conversions typiques
des de´veloppements baroclines qui sont visiblement en phase avec l’intervalle de pre´sence de la
de´pression dans le domaine d’e´tude, il est probable que l’hypothe`se sera ave´re´e, au moins partielle-
ment pour ce qui concerne les phe´nome`nes de conversion.
(c) Le chemin externe principal.
On a vu a` la section pre´ce´dente que les trois termes C(AS, KS), C(Φ, KS) et B(AP ) qui
de´pendent directement de ω forment le chemin externe principal de l’e´nergie qui est duˆ aux varia-
tions de la masse comprise entre les couches isobares du domaine limite´.
L’e´volution de ces trois termes est trace´e sur la figure (35) ou` on voit nettement que −C(AS, KS)
≈ C(Φ, KS) ≈ B(AP ) et que les valeurs sont effectivement tre`s e´leve´es (de l’ordre de 500W/m−2
en ordre de grandeur).
Les fortes valeurs de ces trois quantite´s ne seront pas utilise´es par la suite de manie`re inde´pendan-
te. Seules les sommes −C(AS, KS) − B(AP ) et C(AS, KS) + C(Φ, KS) seront calcule´es dans
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Fig. 35 – Les grands termes C(AS, KS), C(Φ, KS) et B(AP ) qui de´pendent directement de ω. Les
calculs sont re´alise´s a` partir de la se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable
(T330 sur la France).
les bilans de KS et de AS, respectivement. Ces sommes sont e´gales aux inte´grales verticales de
Rω (T−Tr) / p et −u ∂x (Φ)− v ∂y (Φ). On a vu d’autre part a` la section (4.5.3) que les deux parties
de la deuxie`me inte´grale s’e´quilibraient d’apre`s la relation ge´ostrophique entre le vent et les gradients
de ge´opotentiels. Si on note par ~uh le vecteur vent horizontal de composantes (u, v), par f le facteur
de Coriolis et par ~ug le vent ge´ostrophique de composantes f
−1 ∂y (Φ) et − f
−1 ∂x (Φ) , la somme
C(AS, KS) + C(Φ, KS) est l’inte´grale verticale de f ~k . ( ~uh × ~ug ) qui quantifie l’age´ostrophisme
de l’e´coulement. Cette somme devrait donc eˆtre du meˆme ordre de grandeur que les autres termes
du bilan de KS. Mais les valeurs de l’autre somme −C(AS, KS) − B(AP ) ne sont pas force´ment
faibles puisque les moyennes isobares ω interviennent toujours et que le terme T − Tr n’est pas
vraiment faible (il est voisin de 30K). On peut donc s’attendre a` une certaine impre´cision re´siduelle
dans l’e´tude de la composante AS.
(d) L’e´volution de AS.
Abordons maintenant l’e´tude des bilans des six re´servoirs en commenc¸ant par AS. Les six gra-
phiques qui suivront seront organise´s de la meˆme fac¸on.
On trouve dans la partie supe´rieure le trace´ des e´volutions des moyennes sur le domaine :
(i) de la tendance eulerienne ∂(. . .)/∂t ; (ii) de la convergence du flux aux frontie`res
de l’e´nergie conside´re´e −B(. . .) ; (iii) de la de´rive´e lagrangienne associe´e d(. . .)/dt. La
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quantite´ (. . .) est la grandeur ”locale” associe´e a` chacune des e´nergies, c’est par exemple
kE = [ (uλ)
2 + (vλ)
2 ] / 2 pour le re´servoir KE , ou aS = cp Tr F(T/Tr − 1) pour
AS. Ces grandeurs ”locales” ne repre´sentent pourtant pas des e´nergies attache´es a` une
parcelle donne´e, les moyennes et les e´carts a` ces moyennes de´pendent en effet du domaine
horizontal de l’e´tude. Ainsi, l’interpre´tation physique des moyennes de −B(. . .) ou de
d(. . .)/dt pourra ne pas eˆtre aussi claire que celle de la tendance eulerienne.
La partie infe´rieure des graphiques regroupe les trace´s des e´volutions des autres termes
des e´quations de bilan. Ce sont les moyennes des conversions, des termes de chauffage
diffe´rentiel et des termes de dissipation sur l’ensemble du domaine d’e´tude. On trouvera
pour certains re´servoirs des termes de bord tels que l’inte´grale verticale de −B(ac(SB))
dont l’interpre´tation sera, elle aussi, de´licate.
Le re´servoir AS repre´sente la partie de l’enthalpie utilisable qui est ge´ne´re´e par les e´carts entre
le profil vertical de la moyenne isobare des tempe´ratures T (p) et le profil constant Tr. Pour ce
re´servoir, on voit sur la figure (36) que le terme de chauffage diffe´rentiel GS pre´sente des variations
erratiques qui sont en opposition de phase avec celles de la somme −C(AS, KS) − B(AP ). Comme
il a e´te´ mentionne´ dans la section pre´ce´dente, ceci signifie que le calcul de cette somme n’est
pas assez pre´cis et que les erreurs commises sur les calculs de ω empeˆchent un calcul re´aliste de
GS en tant que re´sidu de l’e´quation de bilan. On le ve´rifie en trac¸ant l’e´volution de la quantite´
−C(AS, KS) − B(AP ) + GS qui varie entre − 2W/m−2 et 11W/m−2 (graphique non fourni).
Ces erreurs de calcul lie´es a` la pre´sence du terme ω ne portent que sur ce re´servoir AS, les deux
autres composantes AZ et AE ne seront pas touche´es par ce proble`me. Les termes du cycle interne
se trouvent prote´ge´s par l’isolement de ce re´servoir d’e´nergie cine´tique du mouvement moyen.
Il est tout de meˆme possible, malgre´ ces impre´cisions, de re´pondre a` certaines questions. Il apparaˆıt
que le terme d’advection −B(AS) est positif et qu’il ne de´passe pas 7W/m−2, ce qui ne peut pas
rendre compte des valeurs de ∂/∂t(AS) qui sont d’abord fortement ne´gatives et qui de´croissent
ensuite entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 15 h (elles varient entre − 10W/m−2 et 2W/m−2). Parmi
les autres termes, y compris la somme −C(AS, KS) − B(AP ) + GS, on voit que c’est en fait
l’advection −B(ASB) qui domine l’e´quation de bilan pour AS avec des valeurs qui sont en bon
accord avec celles des tendances du re´servoir sur toute la pe´riode du 27 a` 0 h au 29 a` 18 h.
Il n’est pas simple de donner une interpre´tation physique a` ce terme d’advection de la quantite´
ac(SB) = cp (1 − Tr/T )T
′. On peut toutefois en de´duire que la pre´sence de ce terme qui provient
de la se´paration mathe´matique de aT en aS + aB + ac(SB) qui a e´te´ obtenue a` la section (2.4.1)
est cruciale pour fermer le bilan de AS. Ce n’est que pour les e´tudes globales ou` les inte´grales de
la divergence des flux s’annulent qu’il est possible de ne´gliger ces termes d’advection. Il ne faut pas
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Fig. 36 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir AS, calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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le faire pour les e´tudes sur un domaine limite´.
L’hypothe`se avance´e a` la partie (a) de cette section concernant un lien privile´gie´ entre la crois-
sance de KE et la de´croissance simultane´e de AS ne semble plus aussi claire apre`s l’analyse du bilan
de AS puisque les termes de conversion barocline −C(AS, AZ) et −C(AS, AE) interviennent tre`s
peu dans ce bilan.
(e) L’e´volution de AZ .
Le re´servoir AZ repre´sente la partie de l’enthalpie utilisable qui est ge´ne´re´e par les contrastes
me´ridiens (sud-nord) des moyennes zonales des tempe´ratures, AZ de´pend de T
λ
ϕ = T
λ(ϕ, p)−T (p).
Le bilan de AZ semble plus pre´cis que celui de AS. On voit sur la figure (37) que les valeurs du
chauffage diffe´rentiel GZ sont en effet re´alistes (entre − 1W/m−2 et 1.5W/m−2). On remarque
aussi que les valeurs ne´gatives de la tendance ∂/∂t(AZ) entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 15 h sont
beaucoup plus faibles que celles de AS. Ce re´sultat e´tait pre´visible puisqu’on a vu dans la partie
(a) que la de´croissance de AZ e´tait peu marque´e.
Le signal provoque´ par la rentre´e dans le domaine d’e´tude de la de´pression autour du 27 a` 12h
est tre`s net. Il se traduit par une modification importante de l’ensemble des termes du bilan.
La diminution de AZ au moment ou` cette de´pression se trouve a` l’inte´rieur du domaine d’e´tude
provient de trois termes qui sont ne´gatifs dans cette pe´riode : −C(AZ , KZ) d’une part, mais surtout
−C(AZ , AE) et −B(AZ). C’est en fait la conversion barocline −C(AZ , AE) qui pre´domine, meˆme
si l’advection ne´gative de aZ a` travers les frontie`res qui est voisine de − 0.5W/m−2 n’est pas
ne´gligeable.
Ici encore, le terme −B(AZE) est important dans cette pe´riode du de´veloppement de la de´pres-
sion et du thalwheg associe´. Les valeurs de´passent 1W/m−2 et contribuent a` atte´nuer le chemin
barocline des conversions d’e´nergie.
La sortie de la de´pression du domaine d’e´tude s’accompagne e´galement d’une modification pro-
fonde des termes, toutes les conversions changeant en meˆme temps de signe autour du 28 a` 12h.
(f) L’e´volution de AE .
Le re´servoir AE repre´sente la partie de l’enthalpie utilisable qui est ge´ne´re´e par les contrastes
zonaux (ouest-est) de tempe´rature, AE de´pend de Tλ = T (λ, ϕ, p) − T λ(ϕ, p). On a vu a` la
partie (a) que AE croissait re´gulie`rement tout au long de la pe´riode du 27 a` 0 h au 29 a` 18 h.
Les tendances ∂/∂t(AE) qui sont reporte´es sur la figure (38) reproduisent cette variation avec des
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Fig. 37 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir AZ , calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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Fig. 38 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir AE, calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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valeurs positives voisines de 2W/m−2.
On remarque, comme pour AZ , que la pe´riode du 27 a` 18h au 28 a` 15 h ou` la de´pression est
a` l’inte´rieur du domaine d’e´tude est tre`s particulie`re. On observe des changements importants au
moment de l’entre´e et de la sortie, aussi bien pour les conversions que pour l’advection de aE a`
travers les frontie`res (les valeurs de −B(AE) sont voisines de ze´ro uniquement pendant la pe´riode
de pre´sence de la de´pression).
Le chemin barocline de l’e´nergie est bien visible entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 15 h. On a
C(AS, AE) ≈ C(AZ , AE) ≈ +2W/m−2, avec dans le meˆme temps −C(AE , KE) ≈ − 2W/m−2.
Il y a donc a` la fois alimentation de AE et transfert de l’e´nergie vers KE . L’e´galite´ C(AS, AE) ≈
−C(AE , KE), ou du moins la tre`s forte corre´lation ne´gative qui est observe´e sur la figure (38), est
due a` la pre´sence du meˆme facteur ωλ Tλ dans les deux termes de conversion. La croissance de
AE est renforce´e par le chauffage diffe´rentiel GE qui est positif, il est de l’ordre de 0.5W/m
−2.
(g) L’e´volution de KS.
Le re´servoir KS repre´sente l’e´nergie cine´tique du vent moyen sur le domaine. La figure (39)
traduit en terme de tendance ne´gative la baisse importante de ce re´servoir constate´e dans la partie
(a) qui est suivie d’une le´ge`re augmentation au dela` du 29 a` 0h.
Au moment de la pre´sence de la de´pression et du de´veloppement du thalwheg associe´ dans le
domaine d’e´tude, on voit que ce sont l’advection −B(KSB) et la somme C(AS, KS) + C(Φ, KS)
qui pre´dominent avec des valeurs aussi fortes que ± 40W/m−2. Cette somme reste toujours ne´gative
sur la pe´riode et c’est sur les variations du terme −B(KSB) que reposent celles de ∂/∂t (KS). En
effet, pendant la pe´riode du 27 a` 18h au 28 a` 15 h, le terme −B(KSB) s’annule pratiquement
alors que la contribution age´ostrophique C(AS, KS) + C(Φ, KS) reste proche de − 25W/m−2.
On rappelle que le terme comple´mentaire kc(SB) = u
′ u + v′ v provient de la se´paration du
re´servoir d’e´nergie cine´tique qui a e´te´ obtenue a` la section (2.4.1) : ek = kS + kB + kc(SB). Cette
de´composition locale est mathe´matiquement fonde´e et l’application nume´rique qui est pre´sente´e ici
de´montre l’importance extreˆme du terme −B(KSB) afin de fermer le bilan de KS.
Quant a` l’advection de kS, elle n’est pas tre`s importante pour le bilan global, le terme −B(KS) ne
de´passant pas 3W/m−2 en valeur absolue. De meˆme, les conversions −C(KS, KE) et −C(KS, KZ)
sont ne´gligeables pour l’e´volution de KS.
Contrairement au bilan du re´servoir AS et au manque de pre´cision sur le calcul du chauffage
diffe´rentiel GS, la dissipation DS paraˆıt ici assez re´aliste, meˆme si elle n’est pas toujours ne´gative
et si les valeurs de´passent parfois 5W/m−2 en valeur absolue. Elle est en tout cas tre`s infe´rieure
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Fig. 39 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir KS, calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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aux deux termes −B(KSB) et C(AS, KS) + C(Φ, KS).
(h) L’e´volution de KZ .
Le re´servoir KZ repre´sente l’e´nergie cine´tique du mouvement en moyennes zonales ( u
λ et vλ ),
a` l’exclusion du mouvement moyen lui-meˆme qui a e´te´ isole´ dans KS. La forme ”locale” associe´e
est kZ = [ (u
λ − u)2 + (vλ − v)2 ] / 2.
On voit sur la figure (40) que les valeurs de la tendance ∂/∂t (KZ) sont faibles, elles sont
infe´rieures a` 2W/m−2 en valeurs absolues. On a vu en effet a` la partie (a) que le re´servoir KZ
variait peu et, d’apre`s la figure (33), ces faibles variations oscillent tout au long de la pe´riode. Il ne
s’agit donc pas de rechercher les termes du bilan qui pourraient expliquer les tendances de KZ , il
doit se produire des compensations entre les conversions et les termes d’advection.
Pour la pe´riode du 27 a` 18h au 28 a` 15 h, on observe effectivement un e´quilibre entre la
conversion −C(KZ , KE) et l’advection −B(KZE) d’une part, entre C(AZ , KZ) et C(Φ, KZ)
d’autre part. Il y a ainsi au premier ordre un transfert d’e´nergie en provenance du re´servoir AE
et une e´vacuation simultane´e a` travers les frontie`res du domaine, en donnant une fois encore une
grande importance a` un terme de bord.
On constate que la conversion −C(KZ , KE) qui est positive traduit une tendance a` la stabili-
sation barotrope de l’e´coulement (KE → KZ ), y compris dans la phase de de´veloppement de la
de´pression.
Comme pour le re´servoir AE , l’arrive´e et la sortie de la de´pression dans le domaine d’e´tude se
traduisent par des changements importants dans les signes de la plupart des termes du bilan.
La dissipation −DZ est assez re´aliste, surtout pendant la pe´riode de pre´sence de la de´pression
dans le domaine d’e´tude ou` le terme d’advection −B(KZ) est lui aussi ne´gligeable. Le manque
de pre´cision sur le calcul des tendances aurait pu laisser craindre une certaine instabilite´ dans
la de´termination du bilan de KZ et du terme de dissipation en tant que re´sidu. Ce n’est pas
vraiment le cas, meˆme si les valeurs deviennent assez fortes et peut-eˆtre douteuses ensuite. Elles
atteignent − 4W/m−2 en fin de pe´riode ou` le calcul des tendances devient visiblement erratique
(voir l’e´volution de KZ sur la figure 33).
(i) L’e´volution de KE .
Le re´servoir KE repre´sente l’e´nergie cine´tique des e´carts aux moyennes zonales de u et aux
moyennes zonales de v. La forme locale associe´e est kE = [ (u − uλ)2 + (v − vλ)2 ] / 2. C’est, a
priori, la composante e´nerge´tique qui traduit la pre´sence des de´pressions, des thalwegs, mais aussi
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Fig. 40 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir KZ, calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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des dorsales. Toutes ces structures qui repre´sentent des mouvements me´ridiens tre`s accentue´s ne
peuvent pas eˆtre discerne´es a` partir de l’analyse des valeurs de KE , surtout sur un domaine limite´
ou` l’un quelconque de ces trois phe´nome`nes peut se retrouver isole´.
On voit sur la figure (41) que pour la pe´riode du 27 a` 12h au 28 a` 12 h, on observe une forte
croissance du re´servoir avec des valeurs e´leve´es de la tendance ∂/∂t (KZ) (jusqu’a` 17W/m
−2), avec
ensuite une de´croissance du re´servoir entre le 28 a` 18h et le 29 a` 18 h. On retrouve en fait les
observations de la partie (a) ou` on a vu sur la figure (33) que KE passait par un maximum le 28
avril entre 6 h et 12 h. Ces re´sultats sont e´galement cohe´rents avec l’e´tablissement visible sur les
figures (22) et (23) a` la section (4.2) du thalwheg et de la de´pression secondaire dans le domaine.
Ces e´volutions de KE auraient pu eˆtre relie´es aux seuls me´canismes d’instabilite´s
barocline ou barotrope. On voit sur la figure (41) que ce n’est pas le cas et que le
terme dominant est l’advection de KE a` travers les frontie`res du domaine ( 21W/m
−2
le 28 a` 0 h). Ceci constitue un re´sultat important de cette application nume´rique a` une
situation re´elle de cycloge´ne`se sur un domaine limite´.
La conversion C(AE, KE) est pourtant bien positive avec des valeurs qui ne sont pas ne´gligeables
(voisines de 2.5W/m−2 autour du 28 a` 0 h ). Mais cette conversion est contrebalance´e par C(KZ , KE)
qui est ne´gative et qui repre´sente un transfert de KE vers KZ a` un taux de´passant − 5W/m−2
pendant la meˆme pe´riode. On obtient en de´finitive, en ne raisonnant qu’a` partir des termes de
conversion, un simple transfert de AE vers KZ , l’e´nergie ne faisant que transiter par KE .
Il faut signaler que la dissipation DE est assez importante et qu’elle n’est ne´gative que pendant
la pe´riode de pre´sence de la de´pression dans le domaine. On observe autrement des valeurs qui
de´passent 4W/m−2 qui peuvent eˆtre le signe de certaines impre´cisions dans les calculs du bilan de
KE .
4.5.5 Les pre´visions en T330 et T79.
L’e´tude des bilans e´nerge´tiques a re´ve´le´ des comportements e´nerge´tiques qui ressemblent a` ceux
qui conduisent au de´veloppement des syste`mes d’onde baroclines. Mais une interrogation demeure
concernant l’identification de ces signaux de cycloge´ne`se avec la pre´sence de la de´pression secondaire
a` l’inte´rieur du domaine d’e´tude. Il n’est a priori pas possible de se´parer les effets de cette de´pression
avec ceux qui sont dus a` la circulation de plus grande e´chelle.
Comme indique´ a` la section (4.3), la pre´vision de base le 27 avril 1992 a` 0h est de bien meilleure
qualite´ avec le mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France) qu’avec la version a` maille
uniforme (T79). Cette section sera ainsi re´serve´e a` la recherche des diffe´rences entre les termes
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Fig. 41 – Les e´volutions des diffe´rents termes du bilan du re´servoir KE, calcule´es a` partir de la
se´rie des analyses initialise´es du mode`le Arpege a` maille variable (T330 sur la France).
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e´nerge´tiques des deux pre´visions, avec comme re´fe´rence les re´sultats obtenus a` partir de la se´rie des
analyses initialise´es de la version a` maille variable. Le cas favorable serait d’obtenir des diffe´rences
marque´es entre les cycles des pre´visions, avec un accord entre les cycles des pre´visions du mode`le a`
maille variable et les cycles de la se´rie des analyses. Il n’est toutefois pas question de montrer tous
les re´sultats de cette comparaison, seuls les plus marquants sont expose´s dans cette section.
(a) Le re´servoir KE .
L’e´volution des re´servoirs AZ , AE , KZ et KE du cycle interne sont reporte´es sur la figure (42).
Concernant la composante KE on observe une forte croissance entre le 27 a` 12h et le 28 a` 8 h
pour le mode`le a` maille variable en T330. Pour l’autre version en T79 l’e´volution est plus lente,
elle s’e´tale entre le 27 a` 12 h et le 28 a` 16 h. Ces re´sultats sont en assez bon accord avec ceux de
la figure (33) pour ce qui concerne la chronologie, meˆme si la pre´cision de 6 h de cette figure ne
permet pas de situer avec pre´cision le maximum et de savoir si la pre´vision en T330 ne serait pas
un peu en avance ou si la pre´vision en T79 ne serait pas un peu en retard.
Les valeurs nume´riques de KE sont globalement trop faibles pour les deux pre´visions. On ne
retrouve pas le pic vers 9.5 105 J/m−2 le 28 a` 12 h pour les cycles des analyses. Les valeurs de KE
pour les deux pre´visions restent infe´rieures a` 6 105 J/m−2.
Cette diffe´rence de comportement du re´servoir KE est tre`s nette entre les deux pre´visions
et il se trouve que KE repre´sente justement l’e´nergie cine´tique des perturbations de vent
u−uλ et v−vλ qui, on l’a vu a` la section (4.3), sont mieux vues par la version a` maille
variable du mode`le Arpege.
Il est ainsi logique d’attribuer ces disparite´s entre les valeurs de KE a` la diffe´rence entre
les simulations des phe´nome`nes directement associe´s a` la de´pression secondaire.
Il est aussi possible de situer dans le temps l’intervalle ou` ces diffe´rences sont visibles :
entre le 27 a` 12 h et le 28 a` 15 h. C’est la pe´riode de pre´sence de la de´pression dans le
domaine d’e´tude, ce qui est cohe´rent avec l’interpre´tation pre´ce´dente.
Les e´volutions des autres composantes AZ , AE et KZ ne pre´sentent pas d’e´carts aussi nets entre
les deux pre´visions. C’est aussi le cas pour les re´servoirs AS et KS dont les graphiques ne sont pas
pre´sente´s ici.
(b) Les conversions.
On montre sur la figure (43) les e´volutions des termes de conversion pour les pre´visions des deux
versions du mode`le Arpege. Ces e´volutions devront eˆtre compare´es aux re´sultats de la figure (34)
qui constituent la re´fe´rence de cette e´tude.
On remarque sur la figure (43) que le plus grand changement est lie´ a` la conversion
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Fig. 42 – Les e´volutions des quatre re´servoirs AZ , AE, KZ et KE pour les deux pre´visions a` 48 h
de base le 27 avril 1992 a` 0 h. En haut : pour la version a` maille variable d’Arpege (T330 sur la
France) ; en bas : pour la version a` maille uniforme (T79).
128
Fig. 43 – Les e´volutions des conversions pour les deux pre´visions a` 48 h de base le 27 avril 1992
a` 0 h. En haut : pour la version a` maille variable d’Arpege (T330 sur la France) ; en bas : pour la
version a` maille uniforme (T79).
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C(KZ , KE). Comme pre´vu a` la partie (a) pre´ce´dente, il s’agit d’une des deux conversions
qui influent directement sur le re´servoir KE . L’autre conversion C(AE , KE) pre´sente
elle aussi des diffe´rences assez importantes entre les deux versions des pre´visions du
mode`le Arpege, a` l’avantage du mode`le a` maille variable.
On voit en effet d’apre`s les figures (43) et (34) que c’est, de manie`re beaucoup plus nette que
pour l’e´volution de KE , la pre´vision de la version a` maille variable en T330 qui est la plus re´aliste.
La conversion C(KZ , KE) est de´croissante entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 6 h, aussi bien pour les
cycles des analyses que pour les cycles de la pre´vision en T330. Les valeurs sont dans les deux cas
de l’ordre de − 6.4W/m−2 le 28 a` 6 h. Pour la pre´vision en T79 on observe au contraire une
croissance lente et re´gulie`re irre´aliste de cette conversion pendant cette pe´riode qui co¨ıncide avec la
pre´sence de la de´pression dans le domaine (assez bien vue en T330, mal vue en T79).
Pour la conversion C(AE , KE) ce sont les valeurs issues de la pre´vision en T330 qui sont les
plus re´alistes. Elles sont proches de 2W/m−2 de`s le 28 a` 0 h a` la fois pour les analyses et pour la
pre´vision en T330, alors qu’elles ne de´passent gue`re 0.5W/m−2 a` 1W/m−2 avec la pre´vision en
T79.
On observe une activite´ plus importante pour les quatre conversions C(AS, AE) et C(AZ , AE)
d’une part, C(AE , KE) et C(KZ , KE) d’autre part au moment de la pre´sence de la de´pression
dans le domaine d’e´tude. Ces conversions passent par des maximums plus marque´s pour les cycles
e´nerge´tiques issus de la pre´vision en T330. Ces maximums se produisent un peu plus toˆt pour la
pre´vision du mode`le a` maille variable (avant le 28 a` 6h, alors que pour le mode`le a` maille uniforme
ces maximums sont atteints autour du 28 a` 8h). Cependant, cette activite´ semble parfois trop
importante pour la version T330 du mode`le Arpege si on prend les cycles e´nerge´tiques des analyses
comme re´fe´rences.
On peut voir sur la figure (43) un signal assez net aux environs du 27 a` 12 h sur les conversions
C(AS, AZ) et C(AZ , KZ) issues du mode`le Arpege en T330. On ne voit rien de comparable pour
la version en T79 de ce mode`le. Le meˆme signal a cependant e´te´ observe´ sur la figure (34) pour
les cycles issus des analyses. Il semble ainsi que quelque chose soit re´ellement entre´ ou sorti a` cette
pe´riode dans le domaine. On pense e´videmment a` la rentre´e par le bord ouest de la de´pression
secondaire qui s’accompagne d’une de´formation des champs au voisinage de cette frontie`re.
(c) Les e´volutions des termes du bilan de KZ .
On montre sur la figure (44) les e´volutions des termes du bilan de KZ pour les deux versions des
pre´visions du mode`le Arpege, a` l’exception de ∂ (KZ) /∂t et −B(KZ).
On retrouve le proble`me de mauvais comportement du terme de conversion −C(KZ , KE)
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Fig. 44 – Les e´volutions des termes du bilan de KZ pour les deux pre´visions a` 48 h de base le 27
avril 1992 a` 0 h. En haut : pour la version a` maille variable d’Arpege (T330 sur la France) ; en
bas : pour la version a` maille uniforme (T79).
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qui touche e´videmment le bilan de KZ . Comme l’e´volution du re´servoir KZ est faible
(voir la partie (h) de la section 4.5.4), aussi bien pour les cycles des analyses que pour les
cycles des deux pre´visions (figures non fournies), une telle diffe´rence dans l’e´volution de
−C(KZ , KE) doit eˆtre compense´e par une modification correspondante pour au moins
un autre des termes du bilan.
C’est effectivement le cas et on voit sur la figure (44) que c’est l’advection de kc(ZE) a`
travers les frontie`res du domaine d’e´tude qui est e´galement mal pre´vue avec la version
T79 du mode`le Arpege. Les termes −B(KZE) et −C(KZ , KE) s’e´quilibrent a` tout
moment, avec un signal marque´ apre`s le 28 a` 4h qui e´tait de´ja` bien visible sur la figure
(40).
Comme pre´ce´demment a` la partie (b) de cette section, on observe sur la figure (44) des chan-
gements aux environs du 27 a` 12h concernant les conversions C(AZ , KZ) et C(Φ, KZ) qui
semblent s’e´quilibrer, leurs e´volutions e´tant sensiblement en opposition de phase. Le comporte-
ment de C(Φ, KZ) est, la` aussi, bien vu avec la version T330 d’Arpege (faire la comparaison avec
la figure 40). Ceci confirme l’hypothe`se de l’influence de la rentre´e de la de´pression dans le domaine
d’e´tude.
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(d) Les e´volutions des termes du bilan de KE .
On montre sur les figures (45) et (46) les e´volutions des termes du bilan de KE pour les deux
versions des pre´visions du mode`le Arpege.
Il apparaˆıt d’apre`s la figure (45) que les e´volutions de ∂ (KE) /∂t et de −B(KE) ne
sont re´alistes que pour la version T330 d’Arpege ou` la pe´riode de forte croissance est
bien confine´e entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 12 h. Les valeurs sont toutefois moins e´leve´es
que pour les cycles e´nerge´tiques issus des analyses de re´fe´rence (voir la figure 41). Ces
remarques sont en accord avec les observations de la partie (a) de cette section. Pour
la version T79 d’Arpege on obtient une croissance trop lente qui se prolonge jusqu’au
28 a` 15 h.
D’autre part on a sensiblement ∂ (KE) /∂t ≈ −B(KE) pour la premie`re partie de la pre´vision
jusqu’au 28 a` 6 h et le bilan ∂ (KE) /∂t + B(KE) est quasiment nul avant cette date. Ce n’est pas
le cas pour les analyses de re´fe´rence ou` ce bilan est ne´gatif sur la figure (41) entre le 28 a` 0h et le
28 a` 6 h (il est voisin de − 5W/m−2). Apre`s cette date, ce bilan devient fortement positif (voisin
de 13W/m−2) a` partir du 28 a` 18h, apre`s l’e´vacuation de la perturbation par le bord nord-est du
domaine.
Puisque l’on sait de´ja` que les conversions C(AE, KE) et surtout C(KZ , KE) sont mal pre´vues
avec la version T79 d’Arpege, il doit y avoir des diffe´rences pour d’autres termes du bilan de KE
entre les deux versions des pre´visions d’Arpege.
En fait, les valeurs anormalement positives de C(KZ , KE) pour la version T79 ne sont
que partiellement compense´es par les valeurs positives mais plus faibles de C(AE, KE)
pour la pe´riode du 28 a` 2h au 28 a` 15 h. Le bilan de ces deux termes pour la version
T79 conduit aux valeurs anormalement positives de la tendance du re´servoir KE apre`s
le 28 a` 8 h.
Il semble que l’interpre´tation de la partie (i) de la section (4.5.4) selon laquelle le
re´servoir KE e´volue principalement en fonction du terme de bord −B(KE) ne doivent
pas eˆtre remise en cause. Il faut juste mentionner l’impact non ne´gligeable des deux
conversions C(AE, KE) et C(KZ , KE) qui influent principalement au moment de la
pre´sence de la de´pression dans le domaine d’e´tude.
Les calculs semblent suffisamment pre´cis puisque meˆme pour la version T79 du mode`le Arpege
on constate que les valeurs de la dissipation −DE restent ne´gatives et re´alistes.
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Fig. 45 – Les e´volutions des termes de tendance et d’advection de KE pour les deux pre´visions a`
48 h de base le 27 avril 1992 a` 0 h. En haut : pour la version a` maille variable d’Arpege (T330
sur la France) ; en bas : pour la version a` maille uniforme (T79).
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Fig. 46 – Les e´volutions des autres termes du bilan de KE pour les deux pre´visions a` 48 h de base
le 27 avril 1992 a` 0 h. En haut : pour la version a` maille variable d’Arpege (T330 sur la France) ;
en bas : pour la version a` maille uniforme (T79).
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4.6 Une synthe`se des re´sultats.
Cette e´tude concre`te d’un phe´nome`ne me´te´orologique d’e´chelle sous-synoptique a-t-elle permis
de re´pondre aux quatre questions de la section (4.1) ?
La premie`re et la quatrie`me de ces questions sont les plus importantes au point de vue de la
signification physique des re´sultats de cette the`se. La de´pression secondaire qui entre, se de´veloppe
et ressort du domaine d’e´tude induit-elle un signal e´nerge´tique visible et interpre´table sur les cycles
isobares d’enthalpie utilisable ? Peut-on raisonner en terme de comportements barocline et/ou baro-
trope avec cette e´tude sur un domaine limite´ ? Et si oui quelles sont les diffe´rences avec les re´sultats
classiques concernant les cycloge´ne`ses principales ?
La deuxie`me et la troisie`me question sont d’ordre plus pratique, mais leur importance n’est
pas moindre puisque sur elles reposent la possibilite´ de mettre en œuvre facilement des applica-
tions ope´rationnelles pour caracte´riser de manie`re objective le degre´ de cycloge´ne`se des mode`les
nume´riques. Est-il possible de raisonner a` partir des fichiers analyse´s et pre´vus avec un e´chantillon-
nage de 6 h, les tendances e´tant calcule´es par des diffe´rences finies entre ces fichiers ? Est-il possible
d’utiliser les champs interpole´s sur les niveaux isobares et non sur les niveaux hybrides des mode`les ?
Il ressort de cette e´tude du comportement e´nerge´tique d’une de´pression secondaire qu’il
est effectivement possible d’utiliser la version globale du cycle isobare d’enthalpie utili-
sable qui est donne´ par (82).
On a d’abord montre´ a` la section (4.5.1) que l’e´chantillonnage temporel de 6 h est suffisant, en
particulier pour rendre compte de l’e´volution du re´servoir KE qui est le marqueur du de´veloppement
de la de´pression. Les re´sultats sont comparables a` ceux obtenus avec un e´chantillonnage de 2 h,
meˆme si les de´tails fins des e´volutions ne peuvent pas eˆtre obtenus avec une pre´cision e´quivalente
quand la re´solution de 6 h est employe´e. Le test de comparaison e´tait pourtant se´ve`re puisque
le phe´nome`ne me´te´orologique est de petite e´chelle et qu’il varie tre`s vite, tant en intensite´ qu’en
localisation.
Il semble que des signaux tre`s nets traduisent la pre´sence, plus ou moins marque´e,
suivant les analyses ou les pre´visions, de la de´pression secondaire a` l’inte´rieur du domaine
d’e´tude. Les cycles isobares d’enthalpie utilisable sont donc pertinents pour mettre en
e´vidence, et pour appre´cier quantitativement, les phe´nome`nes de type cycloge´ne`se de
petite e´chelle.
L’analyse des termes des cycles e´nerge´tiques traduit effectivement sans ambigu¨ıte´ le fait que la
pre´vision du mode`le Arpege est de meilleure qualite´ avec la version a` maille variable. On le voit
si on compare l’e´volution du re´servoir KE , celle de la conversion C(AE , KE) et surtout celle de
C(KZ , KE). L’e´tude des cycles est ainsi cohe´rente avec l’analyse synoptique des cartes de pression
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re´duite au niveau de la mer, de ge´opotentiel et de vent qui est brie`vement de´crite a` la section (4.3).
Meˆme si ces diffe´rences de qualite´ dans les pre´visions des champs de base (T , Φ et ~uh) devaient
eˆtre associe´es a` certains impacts sur les termes e´nerge´tiques, le fait que ces diffe´rences se produisent
justement au moment de la pre´sence de la de´pression dans le domaine d’e´tude ne peut pas eˆtre duˆ
au hasard. Il faut remarquer qu’aux moments ou`, d’apre`s les cartes synoptiques, la de´pression entre
dans le domaine et qu’elle en ressort, plusieurs termes e´nerge´tiques pertinents sont brutalement
modifie´s. Il faut enfin noter que les diffe´rences les plus fortes portent sur les tendances de KE , sur
la conversion C(KZ , KE) et sur le terme de bord −B(KZE). Pour les deux premiers d’entre eux
il s’agit de signaux indubitablement lie´s a` des phe´nome`nes de cycloge´ne`se.
L’e´tude des conversions entre les diffe´rents re´servoirs permet de retrouver, dans ses
grandes lignes, les re´sultats de l’e´tude de Pearce (1978). D’apre`s les figures (28) et
(43) on observe en effet dans la phase de de´veloppement de l’onde des valeurs positives
pour les conversions C(AS, AE), C(AZ , AE) et C(AE , KE). C’est l’initiation du chemin
barocline classique des ondes synoptiques, mais on la retrouve ici applique´e a` la phase
de de´veloppement d’une de´pression secondaire.
Les figures (28) et (43) sont pratiquement comparables si on change les e´chelles temporelles. Le
cycle de vie est voisin de 6 j a` 8 j pour le train d’onde barocline d’e´chelle synoptique e´tudie´ par
Pearce, il est voisin de 1 j a` 1.5 j pour cette analyse d’une de´pression secondaire.
On observe aussi, avec un retard beaucoup moins grand pour cette de´pression secondaire que
pour les ondes synoptiques e´tudie´es par Pearce ( 2 h contre 2 j !), des valeurs ne´gatives de la
conversion C(KZ , KE). Il s’agit d’une stabilisation barotrope de l’e´coulement avec une tendance a`
la de´croissance des perturbations (KE ) au profit des mouvements a` syme´trie zonale (KZ). Pour la
de´pression secondaire, les valeurs ne´gatives de C(KZ , KE) sont plus fortes en valeurs absolues que
les valeurs positives de C(AE, KE) , ceci pendant toute la dure´e de pre´sence du phe´nome`ne dans le
domaine d’e´tude.
Peut-on en conclure que le me´canisme de stabilisation barotrope est dominant au cours du
de´veloppement de la de´pression ? On a vu en fait que les me´canismes qui controˆlent le bilan de
KE ne sont pas explicables a` partir de ces seuls termes de conversion C(KZ , KE) et C(AE , KE).
On observe au contraire, pour les bilans de AS, KS et KE , des contributions tre`s importantes dues
a` diffe´rents flux aux frontie`res : −B(ASB) pour AS, −B(KSB) pour KS et −B(KE) pour KE .
C’est la plus grande diffe´rence avec les approches e´nerge´tiques qui portent sur des do-
maines ferme´s ou globaux. Les flux sont importants dans cette e´tude sur domaine limite´s
aux frontie`res ouvertes, ils deviennent meˆme pre´ponde´rants pour les bilans de AS, KS
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et KE.
On arrive au re´sultat paradoxal suivant qui indique que les signaux qui traduisent des activite´s
baroclines puis barotropes dans le domaine sont manifestes et sont en phase avec la pre´sence de la
de´pression secondaire, mais qu’ils sont souvent ne´gligeables devant des termes de flux au frontie`res.
A-t-on alors le droit d’interpre´ter ces conversions, de type barocline et barotrope, com-
me il est d’usage de le faire ? Il faut sans doute re´pondre, au moins partiellement,
par l’affirmative. En effet, meˆme si ces conversions ne sont pas les seules a` influer sur
les bilans des re´servoirs, elles correspondent physiquement a` des flux de quantite´ de
mouvement ou a` des flux d’enthalpie dont l’influence me´te´orologique est bien re´elle
afin de cre´er ou de re´duire les contrastes spatiaux de quantite´ de mouvement ou de
tempe´rature.
Il faudrait ve´rifier, en agrandissant progressivement le domaine d’e´tude, que les termes d’advection
deviennent de moins en moins importants et que, dans le meˆme temps, les termes de conversion ne
sont pas notablement modifie´s. Il est probable que les flux d’enthalpie sont en ce sens plus stables
que les flux de quantite´ de mouvement, ces derniers devant eˆtre plus sensibles a` des calculs re´alise´s
sur des domaines limite´s.
Il suffit de se reporter aux e´quations (88) et (92) par exemple pour se rendre compte que la conver-
sion dite barotrope C(KZ , KE) qui est donne´e par (92) de´pend principalement de vλ vλ ∂y(vλ)
d’apre`s les re´sultats de la section (4.5.3). Il est difficile de deviner le signe de cette quantite´ d’apre`s
la figure (25). Le terme de de´rive´e sud-nord de la moyenne zonale de la composante v, c’est a` dire
∂y(v
λ), est en particulier tre`s sensible au positionnement du domaine d’e´tude. Il est en tout cas
surprenant que les deux cartes de vent des deux pre´visions d’Arpege puissent donner des valeurs
aussi diffe´rentes pour C(KZ , KE).
Il est a` l’inverse plus simple de deviner le signe de la conversion C(AE , KE) qui est donne´e par
(88) et qui ne de´pend que de la corre´lation entre les mouvements verticaux et la tempe´rature :
ωλ Tλ . Cette corre´lation est forte pour la structure barocline puisque la traˆıne de nord-ouest est
associe´e a` une zone de subsidence et que le flux chaud et humide de sud-ouest est en phase avec
une zone d’ascendance.
Ainsi, d’apre`s les figures (45) et (46), les valeurs toujours positives de C(KZ , KE) obtenues
avec la version a` maille uniforme d’Arpege en T79 se traduisent par une croissance re´gulie`re du
re´servoir KE. De meˆme, les valeurs fortement ne´gatives obtenues avec la version en T330 sont
apparemment cohe´rentes avec l’arreˆt de l’augmentation de ce meˆme re´servoir KE au dela` du 28
a` 6 h. On a pourtant montre´ pre´ce´demment que ces conversions sont petites par rapport aux
termes d’advection. On a e´galement pre´cise´ qu’il ne fallait sans doute pas chercher a` interpre´ter la
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conversion dite barotrope C(KZ , KE) avec une aussi grande confiance, pour des domaines limite´s,
que pour les autres termes de conversion.
Doit-on alors imaginer que le domaine d’e´tude choisi est trop petit et donne trop d’importance
aux phe´nome`nes advectifs ? Ce n’est probablement pas le cas pour tous les termes puisque, au moins
dans les premie`res heures du de´veloppement de la de´pression, celle-ci se trouve pour sa plus grande
partie incluse dans le domaine (voir la figure (22) entre le 27 a` 18 h et le 28 a` 6 h ).
Ces re´flexions incitent a` de´finir une attitude raisonnable qui consiste a` interpre´ter les
termes de conversion comme de ve´ritables traceurs de l’activite´ des de´pressions synop-
tiques ou sous-synoptiques.
Dans les applications a` des domaines limite´s aux frontie`res ouvertes, des termes de bord
importants apparaissent qui, meˆme si ces derniers dominent les autres, n’invalident pas
les notions physiques sous-jacentes aux termes de conversion. Ces proprie´te´s physiques
indiquent que les conversions sont positives si les flux sont a` contre-gradient. Ils tendent
alors a` re´duire les contrastes de tempe´rature, de ge´opotentiel ou de vent.
Si on fait confiance a` l’interpre´tation des termes de conversion, on peut par exemple e´mettre
l’hypothe`se que le fait que la de´pression reste assez mode´re´e (le creusement maximal ne de´passe
pas 996 hPa) est peut eˆtre duˆ aux valeurs tre`s ne´gatives de C(KZ , KE) pour la version a` maille
variable d’Arpege en T330. A l’inverse, les valeurs de C(AE, KE) ne sont vraiment positives que
pour cette version en T330, ce qui est cohe´rent avec l’observation de la croissance initiale beaucoup
moins forte du re´servoir KE dans le cas de la version en T79.
Il est d’ailleurs envisageable de de´finir une quantite´ repre´sentative de l’activite´ ba-
rocline dans le domaine, ce peut eˆtre la somme des trois conversions favorables aux
de´veloppements baroclines : C(AS, AE) + C(AZ , AE) + C(AE , KE) = B. On remar-
quera que ces trois conversions interviennent dans le bilan du re´servoir AE avec des
signes diffe´rents (+, + et − respectivement).
On a trace´ sur la figure (47) les e´volutions de cette quantite´ B, les e´volutions de la tendance du
re´servoir KE ainsi que celles de l’ensemble des termes ce conversions du cycle (82).
Il semble que cette quantite´ B soit assez bien repre´sentative de la pre´sence de la de´pression
secondaire dans le domaine d’e´tude, au moins pour cet exemple. Il faudrait bien suˆr confronter
cette quantite´ – ou d’autres – avec l’e´tude journalie`re des situations me´te´orologiques, ceci sur une
dure´e assez longue et a` partir des fichiers d’analyse et de pre´vision avec un e´chantillonnage de
6 h. On pourrait imaginer un pavage re´gulier couvrant l’Europe occidentale et la partie ouest de
l’Atlantique avec des boites horizontales de 20 dg de largeur en longitude et de 10 dg de largeur
en latitude.
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Fig. 47 – Une tentative de de´finition d’un ”traceur d’activite´ barocline” pour la pre´vision du 27
a` 0 h de la version a` maille variable du mode`le Arpege (T330). Le traceur est la somme B =
C(AS, AE) + C(AZ , AE) + C(AE, KE) (en trait plein renforce´). Le trait pointille´ renforce´ est la
tendance du re´servoir KE. On a reporte´ autrement l’ensemble des autres termes de conversion.
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L’attitude raisonnable pre´ce´dente revient a` maintenir l’interpre´tation donne´e par Lorenz et Pearce
aux termes de conversion, et ceci meˆme pour les applications a` des domaines limite´s et ouverts. Pour
que cela soit possible, il faut peut-eˆtre supposer que la pre´sence de ”flux aux frontie`res” importants
puisse eˆtre une conse´quence des e´volutions internes au domaine, et non la cause ? Ou alors supposer
que la de´finition qui a e´te´ choisie pour ces flux ne soit pas assez pre´cise, ou qu’elle soit inexacte ?
En fait seules les e´volutions des re´servoirs qui sont repre´sente´es ici par les de´rive´es euleriennes
∂(. . .)/∂t ont une signification physique assez claire. Ce n’est pas le cas pour les termes de bord qui
sont note´s −B(. . .) et qui repre´sentent l’inte´grale sur le domaine de la convergence du flux ”ad-
vecte´” par le mouvement (u, v, ω). Des termes comme −B(KSB) ou meˆme simplement −B(KE)
sont mathe´matiquement ne´cessaires pour e´quilibrer les bilans, mais il n’est pas tre`s logique de parler
d’advection par le vecteur (u, v, ω) de quantite´s telles que kc(SB) ou kE qui ne posse`dent pas de
signification physique locale.
Le meˆme proble`me se pose pour l’interpre´tation physique de la somme de la de´rive´e eulerienne et
du terme d’advection ∂(KE)/∂t + B(KE) qui repre´sente, d’apre`s (55), l’inte´grale sur le domaine
d’e´tude de la ”de´rive´e totale de kE”. Cette notion de de´rive´e totale de kE n’a pas de sens physique
local et, bien que les sommes ∂(. . .)/∂t +B(. . .) aient e´te´ reporte´es sur plusieurs des graphiques
des sections (4.5.4) et (4.5.5), l’analyse de leurs e´volutions n’a pas e´te´ entreprise.
Ces flux aux frontie`res et ces conversions ne sont pourtant pas des termes nouveaux puisque la
plupart d’entre eux ont de´ja` e´te´ employe´s dans les e´tudes ante´rieures de Muench (1965), Brennan
et Vincent (1980) et Michaelides (1987). Mais Plumb (1983) a montre´ que les de´finitions usuelles
des termes de conversion et des flux ne sont pas rigoureuses et qu’elle conduisent parfois a` des
incohe´rences lorsque l’on confronte les comportements e´nerge´tiques calcule´s avec ceux observe´s ou
ceux pre´vus par des mode`les conceptuels simples.
Plus pre´cise´ment le proble`me vient de la prise en compte, dans les moyennes isobares sur un
domaine limite´, d’une partie de la structure perturbe´e de l’e´coulement. Si on prend l’exemple du
flux ω T = ω T + ω′ T ′ , la partie ω T qui est ge´ne´ralement interpre´te´e comme le flux vertical
de T duˆ aux mouvements moyens est en re´alite´ partiellement influence´e par les flux dus aux
perturbations. Plumb a construit un nouveau cycle e´nerge´tique en utilisant les ”moyennes eulerien-
nes transforme´es” de Andrews et McIntyre (1976). Il s’agit d’appliquer des corrections aux valeurs
moyennes des composantes du vent ( u, v, ω ) afin de se rapprocher des valeurs que donneraient
une vision lagrangienne de l’e´coulement.
Mais avant meˆme d’appliquer ces corrections, Plumb a choisit une formulation des e´quations du
bilan qui est diffe´rente de la forme (54) de la section (2.4.2). Il obtient deux formulations distinctes,
l’une qui s’applique aux valeurs moyennes des e´nergies (par exemple aS qui de´pend de T ), l’autre
141
qui s’applique aux termes de perturbation (par exemple aB qui de´pend de (T ′)2 ). Si l’e´tat de base
est purement zonal (u, 0, 0), les e´quations de bilan deviendraient d’apre`s Plumb :(
∂
∂ t
+ u
∂
∂ x
)
( aS ) =
∑
i
Ci + gS , (175)
∂ aB
∂ t
=
∑
j
Cj + gB . (176)
Le re´servoir KE obe´irait a` la seconde e´quation de bilan (176) et le proble`me du flux important
pour −B(KE) serait reporte´ avec cette formulation dans de nouveaux termes de conversion Cj
en liaison avec d’autres formes d’e´nergie. La croissance du re´servoir KE pour le domaine limite´
de cette e´tude apparaˆıtrait alors sans doute plus logique puisqu’elle serait relie´e a` une autre forme
d’e´nergie par un terme de conversion.
Toutes ces modifications ne pourraient eˆtre apporte´es qu’au prix de profonds changements, tant
dans la formulation mathe´matique que dans l’interpre´tation physique des termes et des re´sultats.
Il a semble´ plus pertinent pour cette the`se de rester fide`le dans un premier temps aux approches
ante´rieures classiques de Lorenz et de Pearce, dans la mesure ou` il fallait de´ja` tester les nouveaute´s
que sont : (i) les nouveaux re´servoirs issus de la fonction enthalpie utilisable ; (ii) l’application au
cas d’une cycloge´ne`se secondaire sur un domaine limite´.
Un de´veloppement ulte´rieur de la the`se portera certainement sur la rationalisation de la de´marche
avec, si cela est possible, la prise en compte des remarques de Plumb. L’avantage qui est de´ja`
acquis sur pratiquement toutes les e´tudes pre´ce´dentes re´side dans l’absence d’approximation dans
la de´finition des re´servoirs et dans le calcul des cycles. L’autre avantage acquis est la se´paration du
cycle interne de type Lorenz du chemin externe principal qui est la source principale d’erreurs de
calcul dans d’autres e´tudes.
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5 L’EXEGIE HUMIDE DE L’ATMOSPHERE.
Toute la de´marche expose´e jusque la` dans cette the`se a repose´ sur l’approximation de l’at-
mosphe`re ”se`che”. Les particules fluides sont suppose´es eˆtre compose´es de gaz parfaits et inertes
chimiquement (azote, oxyge`ne, argon et dioxyde de carbone). L’eau pre´sente dans l’atmosphe`re
n’est pas intervenu directement, sous aucune de ses trois phases (vapeur, liquide ou solide).
Les processus de changement de phase ou d’interaction avec les rayonnements visibles et infra-
rouge sont pourtant d’une extreˆme importance pour toute la gamme des mouvements atmosphe´riques.
C’est le cas a` grande comme a` petite e´chelle (des perturbations synoptiques aux brouillards locaux),
l’influence s’e´talant de la surface jusqu’a` la stratosphe`re (les diffe´rents syste`mes nuageux stratiformes
ou convectifs, y compris l’effet de serre).
Les e´nergies e´change´es lors de ces me´canismes physiques de changements d’e´tat sont en effets
tre`s importants. Une e´valuation nume´rique simple le montre si on compare d’une part l’e´le´vation
de la tempe´rature de 1K pour une parcelle d’air humide de 1 kg contenant 1 g/kg de vapeur
d’eau, d’autre part le changement d’e´tat de 1 g de cette vapeur d’eau en eau liquide. Comme
cp ≈ 10
3 J kg−1K−1 et Lv ≈ 2.5 10
6 J kg−1, les variations d’e´nergie associe´es sont respectivement
de 1000 J et de 2500 J . Ainsi, les changements d’e´tat induisent des effets comparables ou meˆme
plus importants que ceux, purement thermiques, qui ont e´te´ e´tudie´s jusque la` avec l’approximation
de l’atmosphe`re ”se`che”.
En fait, une partie de ces effets sont pris en compte dans l’approche ”se`che” puisque les e´quations
(23) ou (28) contiennent un terme ”source” (q˙) qui regroupe les effets de chauffage dus aux chan-
gements d’e´tat et aux interactions avec le rayonnement. Mais cette vision n’est pas comple`tement
satisfaisante pour l’esprit. Il serait pre´fe´rable de conside´rer dans l’ensemble des e´quations qu’une
parcelle fluide est un me´lange d’une composante d’air sec et de proportions variables des trois phases
de l’eau (vapeur, liquide et glace), le terme source q˙ ne prendrait plus en compte les processus
de changements de phase qui deviendraient implicites a` travers les e´volutions de l’enthalpie de la
parcelle.
Est-ce a` dire que l’ensemble des re´sultats concernant les notions d’e´nergie ou d’enthalpie uti-
lisables, tant en me´te´orologie qu’en thermodynamique, sont inexacts pour le cas re´aliste d’une
atmosphe`re humide ? Ce n’est suˆrement pas le cas. D’ailleurs, la plupart des auteurs ont tente´ de
ge´ne´raliser leur version se`che de la the´orie en raisonnant a` partir de parcelle humide d’atmosphe`re,
ces ge´ne´ralisations humides e´tant le plus souvent base´es sur la meˆme de´marche the´orique que celle
introduite pour le cas sec.
Lorenz (1978, 1979) a obtenu une ge´ne´ralisation humide de l’approche de 1955 qui n’a pas
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de´bouche´e sur une formulation analytique simple, la me´thode de calcul e´tant essentiellement nume´-
rique. Lorenz de´plore cette absence de formulation the´orique facilement exprimable a` partir des
fonctions e´nergie interne, enthalpie ou entropie de l’atmosphe`re. On mentionnera tout de meˆme
l’application de Randall et Wang (1992) qui ont utilise´ les re´sultats humides de Lorenz pour de´finir
une e´nergie potentielle disponible convective ge´ne´ralise´e (GCAPE).
Livesey et Dutton (1976) ont e´galement ge´ne´ralise´ l’approche de Dutton (1973) au cas d’une
atmosphe`re humide. L’e´nergie entropique statique humide y est de´finie non seulement pour le cas
de l’atmosphe`re, mais plus largement pour l’ensemble des fluides ge´ophysiques en incluant le cas
des solutions simples (comme l’eau de mer ou` les gradients de salinite´ sont des sources d’e´nergie
utilisable). On a vu a` la fin de la section (3.4) que l’e´nergie entropique statique se`che T0 Σ(1)
est e´gale a` l’enthalpie utilisable Ah si on inte`gre sur l’ensemble de l’atmosphe`re et si on suppose
que l’atmosphe`re est en e´quilibre hydrostatique. De meˆme, la version humide de Livesey et Dutton
correspond en fait aux re´sultats obtenus en thermodynamique par Evans (1969, 1980) et Karlsson
(1990), entre autres, qui seront de´crits ci-apre`s.
Les articles de McHall (1990b et 1991) sont consacre´s a` l’application du concept d’e´nergie po-
tentielle utilisable maximale Λmax introduit dans McHall (1990a) au cas de profils verticaux d’at-
mosphe`re humide. Comme pour le cas sec (voir la section 3.7), la version humide de´pend de deux
constantes p∗ et T∗ qui sont de´termine´es nume´riquement. La formulation finale n’est donc pas tre`s
simple d’utilisation pour les e´tudes the´oriques, elle ne pallie donc pas les insuffisances mentionne´es
par Lorenz.
On voit que les diffe´rentes approches me´te´orologiques sont, comme pour le cas sec, assez
e´loigne´es ou de´connecte´es des travaux re´alise´s en thermodynamique fondamentale.
On peut pourtant citer l’e´tude de Szargut et Styrylska (1969) ou` est propose´e une the´orie de
l’exergie de l’air humide, ou celles de Evans (1969, 1980) qui a invente´ le nom essergie pour
de´signer l’exergie ge´ne´rale des syste`mes chimiquement re´actifs.
L’e´tude plus re´cente de Karlsson (1990) est a` la frontie`re des applications me´te´orologiques et des
principes ge´ne´raux de la physique statistique. Comme Evans, Karlsson a utilise´ comme point de
de´part la notion de ”fonction de Kullback”. Si un macro-syste`me a` la probabilite´ pj d’occuper l’e´tat
j , l’entropie d’information vaut −
∑
j pj log2(pj). Le gain d’information associe´ au remplacement
d’une distribution p0j (correspondant a` un e´tat d’e´quilibre du syste`me) par une distribution ge´ne´rale
pj est alors e´gal a` la fonction de Kullback qui vaut : K = −
∑
j pj log2(p
0
j/pj). Karlsson de´finit
ensuite l’exergie spe´cifique de l’atmosphe`re par b = kB T0K ou` kB est la constante de Boltzmann
et ou` T0 est la tempe´rature constante de la distribution d’e´quilibre p
0
j .
La de´marche est a priori comple`tement diffe´rente de celles expose´es jusqu’a` pre´sent. Les re´sultats
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sont pourtant tre`s proches de ceux de´crits par Livesey et Dutton puisque la fonction exergie statique
spe´cifique de Karlsson vaut, comme pour ce dernier et comme pour Evans : bs = [ ei − (ei)0 ] +
p0
∑
k[ νk − (ν0)k ] − T0 [ s− s0 ]. Les notations sont classiques, les volumes spe´cifiques valant νk =
1/ρk pour chaque constituant k (air sec + les trois phases de l’eau) et l’indice ”0” repre´sentant
l’e´tat d’e´quilibre isotherme de re´fe´rence. Les valeurs spe´cifiques sont obtenues par une sommation
sur les grandeurs partielles (ei)k et (s)k qui se rapportent a` chaque constituant k . On a par
exemple s =
∑
k mk sk, ou` mk est la concentration du constituant k.
Les liens avec les autres approches sont encore plus clairs si on calcule cette exergie statique
spe´cifique en termes de tempe´rature et de densite´. On trouve la meˆme formulation que pour
l’e´quation (145) de la section (3.4) : bs = cv T0 F(T/T0 − 1) +
∑
k Rk T0 F [ (ρ0)k/ρk − 1 ].
Comme pour les autres contributions me´te´orologiques, il a e´te´ de´cide´ de ge´ne´raliser
l’approche de´fendue dans cette the`se de l’enthalpie utilisable au cas plus re´aliste de
l’atmosphe`re humide.
On trouvera dans l’annexe A une copie de l’article de Marquet (1993) qui a e´te´ pre´ce´de´ par
la communication de Marquet (1990b) aux ateliers de mode´lisation du C.N.R.M. a` Toulouse. La
ge´ne´ralisation expose´e dans cet article repose sur la notion de variation d’entropie totale qui est
inspire´e de Gibbs (1873) et qui a e´te´ expose´e dans les sections (1.2.2) et (1.2.5) de cette the`se.
Il a e´te´ de´cide´ de reprendre le contenu de l’article de Marquet (1993) car peu de de´veloppement de
la version humide ont e´te´ re´alise´s depuis sa parution. Ce n’est pas le cas pour la version se`che puisque
l’article de Marquet (1991) ne contenait pas le cycle isobare donne´ par (82) qui est l’analogue des
cycles de Lorenz et de Pearce. L’application nume´rique de la section (4) de cette the`se concernant
ce cycle d’ordre 2 est, elle aussi, nouvelle. Ce sont ces de´veloppements re´cents qui ont motive´ la
re´e´criture comple`te de la version se`che.
Comme dans l’article de Marquet (1991) concernant la fonction enthalpie utilisable se`che spe´cifi-
que ah, les re´sultats principaux de la version humide spe´cifique am sont les suivants.
– On obtient une formulation mathe´matique simple pour am qui relie les fonctions entropies,
enthalpies et potentiels chimiques des diffe´rents constituants.
– La fonction am + eG + eK obe´it a` une loi d’e´volution locale de Bernoulli.
– Les proprie´te´s globales ve´rifie´es par Am + EK ge´ne´ralisent celles ve´rifie´es par Ah + EK .
– Il est possible, comme pour le cas sec, de de´finir des composantes aT et ap, avec l’apparition
d’une composante propre aux phases condense´es al. On a am = aT + aP + al.
– La composante aT est la` aussi quadratique du fait de la pre´sence de la fonction F(T/Tr − 1).
Les calculs thermodynamiques ont e´te´ de´veloppe´s dans cet article de Marquet (1993) en suivant
l’approche ge´ne´rale de De Groot et Masur (1962) et en s’inspirant de l’e´tude de Hauf et Ho¨ller
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(1987). Ces re´sultats prennent en compte des particules fluides forme´es d’air sec, de vapeur d’eau,
d’eau liquide et de glace.
Un des nouveaux re´sultats obtenus avec l’approche humide est la formulation de am a` l’aide
d’une tempe´rature potentielle qui est note´e θ∗. Elle est assez proche de la tempe´rature entropique
θS de Hauf et Ho¨ller (1987), avec toutefois l’avantage d’une formulation qui est syme´trique entre
les phases liquide et solide. C’e´tait le principal proble`me pose´ par la tempe´rature entropique qui,
elle, e´tait dissyme´trique.
On peut signaler que cette tempe´rature potentielle θ∗ a e´te´ utilise´e par J. G. Geleyn pour re´aliser
certains calculs dans les modules physiques du mode`le Arpege. La syme´trie a permis de traiter de
manie`re homoge`ne le fait que les pre´cipitations peuvent eˆtre liquides ou solides dans ce mode`le.
Une application nume´rique sommaire est pre´sente´e dans l’article de Marquet (1993). Elle consiste
a` e´valuer les diffe´rentes composantes de am pour la partie basse d’un profil caracte´ristique d’un
cumulus. Il est apparu que les termes correctifs dus a` la pre´sence de la vapeur d’eau et de gouttelettes
nuageuses suspendues se re´ve`lent importants en comparaison des autres termes e´nerge´tiques, y
compris devant certains des termes de´ja` introduits pour la the´orie se`che.
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6 CONCLUSION.
Le but principal de ce me´moire est de de´montrer l’importance de la notion d’enthalpie utilisable
pour les e´tudes e´nerge´tiques de l’atmosphe`re.
On a indique´ dans le premier chapitre que c’est la notion d’e´nergie utilisable qui a e´te´ de´couverte
en premier par Carnot au dix-neuvie`me sie`cle sous le nom de ”puissance motrice”. Cette notion
est donc plus intuitive que celles, plus contemporaines, de tempe´rature absolue, d’e´nergie interne,
d’entropie ou d’enthalpie. La partie dite ”utilisable” de l’e´nergie d’un syste`me thermodynamique
repre´sente le travail maximal que ce syste`me peut fournir au monde exte´rieur, d’ou` le nom ”exergie”
introduit par Rant qui signifie ”travail extractible”. L’exergie est diffe´rente de ze´ro en pre´sence
d’he´te´roge´ne´ite´s, par exemple de tempe´rature, de pression ou de densite´. L’augmentation ou la
diminution de l’exergie sont provoque´es par l’accentuation ou l’atte´nuation des contrastes spatiaux
des diffe´rentes variables thermodynamiques du syste`me conside´re´.
Les concepts d’e´nergie et d’enthalpie utilisables ont e´te´ ensuite formalise´s au sie`cle dernier par
des physiciens tels que Gibbs, Maxwell ou Lord Kelvin. Le de´veloppement et l’optimisation des
machines a` vapeur ont en effet incite´ les thermodynamiciens a donner des re`gles pratiques pour
calculer l’exergie d’un syste`me en partant des fonctions tempe´rature absolue, entropie, e´nergie
interne et enthalpie.
Ces notions d’e´nergie et d’enthalpie utilisables ont e´te´ rede´couvertes tout au long du vingtie`me
sie`cle, aussi bien en thermodynamique que dans le domaine de la me´te´orologie. Les e´tudes me´te´orolo-
giques de Margules (1903) et de Lorenz (1955) n’ont pas mentionne´ les liens qui existent avec les
approches thermodynamiques fondamentales qui les ont pre´ce´de´es. C’est Dutton qui a repris les
travaux de Gibbs, en 1973, pour obtenir pour la premie`re fois une formulation qui est comparable
a` celles employe´es par ailleurs en thermodynamique. Mais l’impact tre`s important de l’article de
Lorenz, ainsi que la formulation atypique utilise´e par Dutton, ne semble pas avoir permis aux
re´sultats de ce dernier de trouver un vaste champ d’application en me´te´orologie. De meˆme, les
recherches sur l’e´nerge´tique de l’atmosphe`re ont fait peu d’usage des re´sultats obtenus par Pearce en
1978 qui constituent, pourtant, de bonnes approximations de ceux de´couverts en thermodynamique.
Les premie`res the´ories me´te´orologiques de l’exergie (Dutton et Pearce) posse´daient le de´faut de
ne pas pouvoir eˆtre applique´es a` des domaines limite´s aux frontie`res ouvertes. C’est la volonte´ de
de´finir une telle fonction ”locale” de l’exergie qui a conduit a` la rede´couverte, au cours de cette
the`se, des proprie´te´s de la fonction enthalpie utilisable ah de´crite au deuxie`me chapitre de ce
me´moire. Une e´tude bibliographique a rapidement indique´ que cette fonction n’e´tait pas nouvelle
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puisqu’il s’agit tre`s exactement de celle introduite au sie`cle dernier par plusieurs thermodynamiciens
pour connaˆıtre le travail maximal extractible d’une machine thermique traverse´e par un fluide. Il
a donc e´te´ de´cide´ de conside´rer la fonction ah comme une ve´ritable fonction thermodynamique,
a` l’instar de l’e´nergie interne ou de l’entropie. Mais le caracte`re novateur de cette approche par
rapport a` celle plus connue de Lorenz a ne´cessite´, paradoxalement, une justification tre`s soigneuse
des proprie´te´s locales et globales de cette fonction ah. Il ne s’agit pourtant que de l’application
logique au cas particulier de l’atmosphe`re de re´sultats ge´ne´raux de´couverts en thermodynamique.
Ainsi, l’importance des chauffages diffe´rentiels est directement lie´e aux ide´es originelles de Carnot,
le ”facteur d’efficacite´” ηT = 1− Tr / T e´tant d’ailleurs usuellement appele´ un ”facteur de Carnot”.
La nouveaute´ introduite dans ce me´moire vient de la de´finition d’une quantite´ spe´cifique, et donc
locale, de l’enthalpie utilisable. En fait, il est apparu que Pichler avait de´ja` e´tudie´ en 1977 la forme
spe´cifique d’une des formes de l’e´nergie entropique de Dutton. On peut aussi trouver une autre
de´finition locale de l’exergie de l’atmosphe`re dans la the`se de Karlsson (1990). L’approche de´fendue
au deuxie`me chapitre participe donc de cette volonte´ de posse´der une formulation locale applicable,
apre`s inte´gration, a` une grande varie´te´ de phe´nome`nes allant des e´tudes des syste`mes de brise a`
celles de la circulation ge´ne´rale de l’atmosphe`re, en passant par celles des perturbations baroclines.
Il n’y a pourtant pas de vrai opposition entre les diffe´rentes de´marches me´te´orologiques. On a en
effet montre´ dans le troisie`me chapitre que, pour le cas d’une atmosphe`re hydrostatique, la pseudo-
e´nergie de Shepherd (1993) correspondait a` une synthe`se des re´sultats de Lorenz, Dutton, Pearce et
de ceux expose´s dans cette the`se. Chacun de ces re´sultats repre´sente une pseudo-e´nergie particulie`re
de l’atmosphe`re qui est obtenue en spe´cifiant un e´tat thermodynamique de re´fe´rence approprie´.
Le ve´ritable but de toute e´tude e´nerge´tique d’un fluide en mouvement est la compre´hension des
me´canismes de conversion d’e´nergie qui se produisent en son sein. Pour cette application au cas
de l’atmosphe`re, la recherche pre´alable d’une expression mathe´matique de la fonction exergie qui
devait eˆtre aussi simple et aussi rigoureuse que possible a cependant e´te´ pre´fe´re´e a` une applica-
tion nume´rique trop pre´coce. Les proprie´te´s mathe´matiques et les interpre´tations physiques des
bilans e´nerge´tiques associe´s a` cette fonction locale devaient de´couler naturellement de sa struc-
ture mathe´matique. La fonction enthalpie utilisable re´pond effectivement a` ces exigences et a` ces
attentes.
Les proprie´te´s mathe´matiques et physiques de l’enthalpie utilisable se`che spe´cifique ah ont e´te´
de´crites dans le deuxie`me chapitre. Pour le cas d’un domaine limite´ ou` on privile´gie la structure
moyenne zonale de l’e´coulement, on a pu de´finir le cycle isobare d’enthalpie utilisable d’ordre deux
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donne´ par (82). Ce cycle est construit a` partir d’une se´paration des re´servoirs e´nerge´tiques en six
composantes : aS, aZ et aE d’une part, kS, kZ et kE d’autre part. Les composantes aE et
kE sont comparables a` celles de Lorenz et de Pearce. De meˆme, les deux composantes aS et aZ
sont pratiquement identiques a` celles de Pearce. Les deux composantes kS et kZ sont a l’inverse
diffe´rentes de celles de Lorenz et de Pearce.
Cette innovation a` e´te´ dicte´e par la recherche d’une syme´trie entre les se´parations de l’enthalpie
utilisable et celles de l’e´nergie cine´tique. L’avantage qui de´coule de ce choix est la se´paration en un
chemin principal de l’e´nergie (ap ↔ aS ↔ kS ↔ Φ) et en un cycle interne qui correspond au cycle
de Lorenz (aZ ↔ aE ↔ kE ↔ kZ ↔ aZ ). C’est sur le chemin principal que portent les ”grands”
termes de conversion qui sont lie´s aux mouvements verticaux moyens ω. A l’inverse, aucun des
termes du cycle interne ne de´pend de ω. La version du cycle de Lorenz qui est propose´e dans ce
me´moire sur la figure (11) est ainsi pre´serve´e d’une pre´sence simultane´e, sur un meˆme re´servoir, de
termes d’ordres de grandeur trop diffe´rents.
On retrouve en fait l’origine des de´marches me´te´orologiques de Margules et de Lorenz. La grande
diffe´rence d’ordre de grandeur entre l’enthalpie H et l’e´nergie cine´tique Ek de l’atmosphe`re
indique que ce n’est pas l’enthalpie qui est pertinente pour e´tudier les conversions avec Ek. Meˆme si
l’enthalpie utilisable Ah est plus proche de Ek en ordre de grandeur, elle est tout de meˆme encore
importante et on a pour une surface isobare aS ≫ aZ ≈ aE. Il fallait donc que ce terme aS soit
contrebalance´ par un autre ”grand” terme de (82). Il s’agit de kS et les valeurs des quatre re´servoirs
aZ , aE , kZ et kE sont effectivement comparables et plus faibles, ce qui justifie l’introduction de kS.
Et d’ailleurs, pour le cas ultime ou` le domaine horizontal d’e´tude devient tre`s petit au point ou` les
valeurs de u, v et T sont pratiquement constantes sur le domaine, le cycle de Lorenz s’annule et seul
reste le chemin principal de l’e´nergie. Il est donc logique d’isoler le re´servoir kS – l’e´nergie cine´tique
de la moyenne isobare du vent – si on veut que le cycle (82) puisse eˆtre applique´ a` l’ensemble des
phe´nome`nes me´te´orologiques qui vont de l’e´chelle globale a` celle du plus petit domaine compatible
avec l’hypothe`se hydrostatique.
Il faut insister, a` l’occasion de cette synthe`se des re´sultats, sur le fait qu’aucune line´arisation
n’a e´te´ effectue´e. Certes, plusieurs e´tats de re´fe´rence ont e´te´ introduits pour obtenir le cycle (82).
Il s’agit du profil constant de tempe´rature Tr pour l’ordre 0, des profils moyens T (p), u(p)
et v(p) au premier ordre, des moyennes zonales T λ(ϕ, p), uλ(ϕ, p) et vλ(ϕ, p) au deuxie`me
ordre. Certes, les grandeurs spe´cifiques T , u et v ont ensuite e´te´ de´veloppe´es selon des e´carts
a` ces moyennes successives. Mais les formules qui ont permis ces de´veloppements sont exactes et
aucun terme n’a e´te´ ne´glige´ au cours des calculs qui conduisent au cycle (82). Les formules sont
F(X1 +X2 +X1 X2) = F(X1) + F(X2) + X1 X2 pour les composantes de l’enthalpie utilisable
et (x1 + x2)
2/2 = (x1)
2/2 + (x2)
2/2 + x1 x2 pour celles de l’e´nergie cine´tique.
149
Ces de´veloppement reposent sur le caracte`re quadratique des deux fonctions F(X) = X − ln(1+
X) ≈ X2 / 2 et x2 / 2, respectivement pour l’enthalpie utilisable et pour l’e´nergie cine´tique. Le
caracte`re quadratique de l’expression de l’enthalpie utilisable ah est fondamental. C’est une des
proprie´te´s que doit ve´rifier la pseudo-e´nergie de Shepherd dont de´rive l’enthalpie utilisable. Si ah
avait e´te´ seulement line´aire en T − Tr il n’aurait pas e´te´ possible de de´finir d’autres composantes
repre´sentant les perturbations par rapport aux moyennes isobares et zonales. L’autre proprie´te´ qui
est ve´rifie´e par la pseudo-e´nergie de Shepherd, et donc par ah, est le domaine de validite´ qui s’e´tend
aux valeurs arbitrairement e´leve´es de la perturbation T − Tr. C’est aussi le cas pour l’approche
de Dutton, mais ce n’est pas vrai pour les versions de Lorenz et de Pearce ou` des approximations
sont ne´cessaires de`s le stade de la de´finition des composantes e´nerge´tiques. L’enthalpie utilisable
est donc a` la fois cohe´rente localement et exempte d’approximation.
Tous les re´sultats pre´sente´s au deuxie`me chapitre et cette manie`re d’introduire la de´marche qui
conduit a` la fonction enthalpie utilisable spe´cifique n’ont e´te´ de´couverts que re´cemment. Les pre-
mie`res contributions de Marquet (1990a) et de Pontaud et al. (1990) ne pouvaient donc pas aborder
le cycle d’ordre deux qui a e´te´ obtenu a` l’occasion de la re´daction de ce me´moire, ni partir de la
synthe`se de´crite par Shepherd en 1993.
La tentative re´alise´e au troisie`me chapitre d’une description succincte de la plupart des approches
me´te´orologiques associe´es a` la notion d’exergie ou d’e´nergie utilisable re´pond au besoin de combler
le manque d’article me´te´orologique de synthe`se sur ce sujet, a` l’image de ceux de Haywood (1974)
ou de Kestin (1980) en thermodynamique.
Le quatrie`me chapitre est consacre´ a` une application nume´rique du cycle e´nerge´tique issu de
l’enthalpie utilisable et le choix s’est arreˆte´ sur l’e´tude du comportement des bilans e´nerge´tiques pour
une de´pression secondaire d’e´chelle sous-synoptique. Le domaine d’e´tude est limite´ horizontalement
avec des frontie`res late´rales ouvertes, mais les termes des bilans sont inte´gre´s sur la verticale pour
cette premie`re application. Une comparaison a e´te´ faite entre les comportements de deux versions
du syste`me de pre´vision Arpege avec des re´solutions spatiales respectivement voisines de 170 km
et de 40 km sur le domaine d’inte´reˆt. C’est avec la re´solution la plus e´leve´e de 40 km que les
pre´visions sont les plus proches de la re´alite´.
De la synthe`se des re´sultats effectue´e a` la section (4.6) on retire les enseignements suivants.
La pre´sence, le de´veloppement et la sortie de la de´pression du domaine d’e´tude se traduisent par
des signaux visibles sur les termes du bilan e´nerge´tique. On retrouve principalement un compor-
tement barocline pour les conversions classiques entre les re´servoirs : (AS, AZ) → AE → KE .
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Mais il apparaˆıt que les e´volutions des re´servoirs AS, KS et KE sont domine´es par plusieurs
termes d’advection d’e´nergie a` travers les frontie`res. Les conversions baroclines sont petites devant
−B(ASB), −B(KSB) et −B(KE) qui controˆlent les e´volutions de AS, KS et KE , respectivement.
Ce re´sultat constitue une des diffe´rences importantes avec les e´tudes globales de Lorenz ou de Pearce.
Comme les ordres de grandeur des termes de chauffage diffe´rentiel et de dissipation qui sont calcule´s
en tant que re´sidus des bilans sont re´alistes, on peut supposer que les autres termes du cycle sont
cohe´rents et que ces grands termes de bord correspondent re´ellement a` des transferts d’e´nergie a`
travers les frontie`res, du moins avec l’interpre´tation de´duite du cycle (82).
Pourtant, meˆme si les termes classiques du chemin barocline de l’e´nergie ne sont plus pre´ponde´rants
dans les bilans d’enthalpie utilisable, les termes de conversions sont la traduction de flux d’enthalpie
et de quantite´ de mouvement qui se produisent effectivement au sein du domaine. Ces termes de
conversion sont repre´sentatifs de l’intensite´ de la de´pression secondaire.
Ce re´sultat a e´te´ confirme´ en comparant a` la section (4.5.5) les cycles e´nerge´tiques pour les deux
pre´visions du mode`le Arpege. La mauvaise pre´vision avec la version a` 170 km se traduit par des
termes de conversion trop faibles, voire meˆme irre´alistes pour C(KZ , KE). La bonne pre´vision avec
la version a` 40 km se traduit, elle, par un bon accord entre les bilans pre´vus et les bilans calcule´s
a` partir d’une se´rie d’analyses ve´rifiantes.
Cette ide´e de comparer les comportements pre´vu et analyse´ des bilans e´nerge´tiques correspond
au besoin de posse´der des outils ope´rationnels pour appre´cier l’aspect dynamique des champs
me´te´orologiques. La quantite´ B = C(AS, AE) + C(AZ , AE) + C(AE, KE) introduite a` la sec-
tion (4.6) est un exemple de tels produits de´rive´s qui pourraient eˆtre teste´s a` l’issue de ce travail. Il
fallait alors montrer qu’un e´chantillonnage de 6h pour les champs analyse´s et pre´vus e´tait suffisant
pour appre´cier la qualite´ de ces bilans. Cela a e´te´ fait a` la section (4.5.1).
Certes, ces conversions ne sont pas nouvelles, ce sont pratiquement les meˆmes que celles de
Lorenz et de Pearce. Mais elles se trouvent ici replace´es dans un cadre the´orique qui autorise leur
application a` des e´tudes sur domaines limite´s. De plus, il a e´te´ mentionne´ que la formulation (82) du
cycle e´nerge´tique pouvait sans doute eˆtre ame´liore´e en prenant en compte les remarques de Plumb
(1983). Si les grands termes de bord qui sont responsables des variations observe´es de KE pouvaient
devenir de nouveaux termes de conversion posse´dant des interpre´tations physiques claires, d’autres
quantite´s de´rive´es telles que B, mais incluant ces nouveaux termes, pourraient eˆtre imagine´es et
teste´es.
Il faudra, bien suˆr, entreprendre l’e´tude de la structure verticale des bilans e´nerge´tiques. Cette
investigation est possible puisque, d’apre`s la structure du cycle (82), les e´quations sont de´finies
pour chaque niveau isobare. Il s’agira, si possible, d’apporter des e´le´ments de re´ponse pour pre´ciser
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les importances relatives des diffe´rentes couches horizontales sur le de´veloppement e´nerge´tique des
perturbations. On retrouve les pre´occupations qui ont motive´, il y a cinq ans, toute cette e´tude :
l’analyse e´nerge´tique des e´le´ments verticaux de la mousson africaine.
Il sera sans doute ne´cessaire, a` l’avenir, de re´aliser le calcul des cycles e´nerge´tiques directement a`
partir des fichiers du syste`me Arpege, en utilisant probablement des outils de´rive´s des ”Diagnostics
par Domaines Horizontaux”. Il sera surtout indispensable de confirmer ou d’infirmer les hypothe`ses
qui ont e´te´ avance´es au quatrie`me chapitre quant a` l’interpre´tation des re´sultats. D’autres situa-
tions me´te´orologiques, si possible plus dynamiques, posse´dant un de´placement e´ventuellement moins
rapide, devront eˆtre e´tudie´es avant tout essai de confrontation avec des me´thodes ope´rationnelles.
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A ANNEXE : Thomson (1853, 1879), Tait (1879).
On pre´sente dans cette annexe A les trois articles du ”London, Edinburgh and Dublin PHI-
LOSOPHICAL MAGAZINE and JOURNAL OF SCIENCE” publie´s par
– W. Thomson (1853), ‘On the restoration of mechanical energy from an unequally heated space’
– P. J. Tait (1879), ‘On the dissipation of energy’
– W. Thomson (1879), ‘On thermodynamic motivity’.
Il apparaˆıt que les questions qui sont pose´es et les re´ponses qui sont donne´es dans ces articles
sont tre`s modernes puisque la notion de ”thermodynamic motivity” correspond a` celle d’exergie.
Dans l’article de Thomson (1853), on remarquera que l’e´quation (8) a` la page (105) correspond a`
l’e´quation (3) de ce me´moire, ou encore a` l’inte´grale AT de la composante aT de l’enthalpie utilisable
qui est de´finie par (20). Il faut bien suˆr reprendre les notations modernes puisque dans l’e´quation (8)
de Thomson l’e´chelle absolue de tempe´rature est obtenue si α = 0. De meˆme l’e´quivalent me´canique
de la chaleur J doit eˆtre e´gal a` 1 avec les unite´s actuelles. Ce sont ensuite les correspondances
t → T et T → T0 = Tr qui permettent d’affirmer que le re´sultat obtenu de`s 1853 par Thomson
co¨ıncide avec celui de la partie AT de l’enthalpie utilisable.
On trouve avec l’e´quation (4) a` la page (350) de Thomson (1879) une autre expression pour AT
sous la forme d’une somme sur le volume du syste`me de l’inte´grale entre Tr et T de l’expression
c (1 − Tr / T ) qui est le produit de la capacite´ calorifique c par le facteur de Carnot 1 − Tr / T .
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B ANNEXE : Rant (1955).
On trouvera dans cette annexe B l’article de Rant (1955) ou` le terme ”exergie” est de´fini pour
la premie`re fois.
Une traduction en franc¸ais de cet article, propose´e par E. Legrand de Me´te´o-France, est e´galement
fournie.
On voit que le nom exergie provient du pre´fixe grec ”ex” qui signifie ”tire´ de” et du nom grec
”erg” qui signifie ”travail”.
Ainsi, l’exergie d’un syste`me est le travail (maximum) extractible de ce syste`me. Ce nom est de´ja`
utilise´ dans plusieurs cours de thermodynamique et, meˆme si le nom d’e´nergie utilisable est mainte-
nant tre`s connu en me´te´orologie depuis les travaux de Margules et de Lorenz, il semble judicieux de
choisir ce nom pour parler de manie`re ge´ne´rique d’e´nergie utilisable, d’enthalpie utilisable, d’e´nergie
entropique ou de pseudo-e´nergie.
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C ANNEXE : Marquet (1993).
On a reproduit dans cette annexe C l’article de Marquet (1993) concernant l’application de
la the´orie de l’exergie au cas de l’atmosphe`re humide, avec la de´finition de la fonction enthalpie
utilisable humide spe´cifique ”am”.
On se reportera a` la section (5) de ce me´moire ou` on trouvera une pre´sentation et un re´sume´ des
points importants de cet article.
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D ANNEXE : Liste des symboles.
Grandeurs cine´matiques et ge´ome´triques
t : le temps.
~u = ~uh + w ~k : le vent tridimensionnel ( ~u ) forme´ de la partie purement horizontale ( ~uh ) et
de la partie purement verticale (w ~k ).
ec = ~u . ~u / 2 : l’e´nergie cine´tique du vent tridimentionnel.
ek = ~uh . ~uh / 2 : l’e´nergie cine´tique du vent horizontal.
Ec, Ek : Les valeurs inte´gre´es de ec et de ek.
∂/∂t = ∂t : la de´rive´e partielle par rapport au temps a` (λ, ϕ, p) ou a` (λ, ϕ, z) constants, suivant
le contexte.
∂/∂p = ∂p : la de´rive´e partielle par rapport a` la pression.
∂/∂θ = ∂θ : la de´rive´e partielle par rapport a` θ.
λ, ϕ : les coordonne´es angulaires de longitude et de latitude.
rT : le rayon moyen de la terre.
z l’altitude au dessus du ge´o¨ıde de re´fe´rence.
∂/∂λ = ∂λ : la de´rive´e partielle par rapport a` λ.
∂/∂ϕ = ∂ϕ : la de´rive´e partielle par rapport a` ϕ.
∂/∂x = ( rT cos(ϕ) )
−1 ∂λ : la de´rive´e partielle par rapport a` la direction zonale.
∂/∂y = ( rT )
−1 ∂ϕ : la de´rive´e partielle par rapport a` la direction me´ridienne.
d/dt = ∂t + ~u .
−→
∇ = (∂/∂t)p + ~uh .
−→
∇p + ω ∂/∂p : l’ope´rateur de´rive´e mate´rielle, ou de´rive´e
totale, qui est la somme de la tendance eulerienne et du terme d’advection.
−→
∇ ,
−→
∇p : l’ope´rateur de gradient (respectivement tridimensionnel et horizontal isobare).
w = dz/dt : la vitesse verticale.
ω = dp/dt : la vitesse verticale en coordonne´e dite ”pression”.
div , divp : les divergences tridimentionnelle et horizontale isobare, respectivement.
−B(ξ) = − divp( ξ ~uh ) − ∂p( ξ ω ) : le ”terme de bord” associe´ a` ξ, ou encore la convergence du
flux de ξ.
~g = − g ~k : le vecteur acce´le´ration de la pesanteur, de module g.
~Ω : le vecteur rotation relative de la terre, de module Ω.
f = 2 Ω sin(ϕ) : le facteur de Coriolis.
ξλ, ξϕ : les moyennes zonale et me´ridienne de ξ, respectivement.
ξλ = ξ − ξλ, ξϕ = ξ − ξϕ : les e´carts aux moyennes zonale et me´ridienne, respectivement.
ξ = ξλϕ : la moyenne isobare de la quantite´ ξ.
ξ′ = ξ − ξ : l’e´cart a` la moyenne isobare de ξ.
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~F , ~Fh : les vecteurs de frottements tridimentionnel et horizontal, respectivement.
Grandeurs thermodynamiques ge´ne´rales.
T , p, θ = T (p00/p)
κ : la tempe´rature, la pression, la tempe´rature potentielle.
θ′w : une tempe´rature potentielle humide.
h, ei, s : l’enthalpie, l’e´nergie interne et l’entropie en grandeurs spe´cifiques (par unite´ de masse).
H , Ei, S : l’enthalpie, l’e´nergie interne et l’entropie en grandeurs inte´gre´es.
Φ = ep = g z : le ge´opotentiel, ou l’e´nergie potentielle spe´cifique.
Ep : l’e´nergie potentielle inte´gre´e.
F = Ei − T S : l’e´nergie libre.
G = H − T S : l’enthapie libre.
µ = h − T s : le potentiel chimique (l’enthalpie libre massique).
ρ, ν = 1 / ρ : la masse volumique et le volume massique, respectivement.
R, cv, cp : la constante des gaz et les capacite´s calorifiques a` volume constant et a` pression
constante, respectivement.
κ = R/ cp.
Lv : (a` la section 5) la chaleur latente de vaporisation.
q˙ : le re´chauffement massique duˆ aux phe´nome`nes de radiation, de conduction et de relaˆchement
ou d’absorption de chaleur latente.
σB : (dans la section 1.1.1) la constante de Stefan.
Variables lie´es a` l’exergie.
Tr, T0 : suivant le contexte, des tempe´ratures constantes de re´fe´rence.
pr, p0(z) : suivant le contexte, les pressions de re´fe´rence qui sont constante et variable avec z,
respectivement.
pS : la pression de surface.
hr, h0 : suivant le contexte, des enthalpies de re´fe´rence.
(ei)r, (ei)0 : suivant le contexte, des e´nergies internes de re´fe´rence.
sr, s0 : suivant le contexte, des entropies de re´fe´rence.
a, ae, ah, aL : des notations pour l’e´nergie utilisable spe´cifique (a, ae), l’enthalpie utilisable
spe´cifique (ah) et la forme ”locale” de l’e´nergie potentielle utilisable approche´e de Lorenz (aL).
A, Ae, Ah, AL : comme pre´ce´demment, mais pour les valeurs inte´gre´es.
am : l’enthalpie utilisable spe´cifique de l’atmosphe`re humide.
ap, Ap, aT , AT , aS, AS, aB, AB, aZ , AZ , aE , AE , ac(SB), ac(ZE) : les grandeurs spe´cifiques
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et inte´gre´es des diffe´rentes composantes de ah et de Ah.
F(X) = X − ln(1 +X) : une fonction e´gale a` X2 / 2 a` l’ordre le plus bas en X ≈ 0.
XT = T / Tr − 1 et Xρ = ρ0 / ρ − 1 : deux valeurs typiques pour X.
ηT = 1 − Tr / T , ηp, ηS : les trois facteurs de Carnot (ou facteurs d’efficacite´) les plus utilise´s :
respectivement pour l’enthalpie utilisable ( ηT ), pour l’e´nergie utilisable de Lorenz ( ηp ), pour la
stabilite´ statique globale de Lorenz ( ηS ).
W et Wmax : le travail et le travail maximal dans les approches de Thomson ou de Gibbs.
δQ et δW : les e´changes d’e´nergie sous forme de chaleur et les travaux e´change´s pour la turbine
de la section (1.2.4).
Π : (dans la section 1.2.4) une quantite´ positive.
(AL)Y , (KL)Y , (CL)Y , (GL)Y , (DL)Y : les quantite´s du cycle de Lorenz. Ce sont les e´nergies
utilisables, les e´nergies cine´tiques, les termes de conversion, les termes de chauffage diffe´rentiel et
les dissipations, respectivement. Les valeurs possibles pour Y sont : Z, E, K et A, suivant le
contexte.
σ : (dans la the´orie de Lorenz) un parametre de stabilite´.
C(xx, yy) : une notation ge´ne´rale pour les termes de conversion, positifs si l’e´nergie passe de xx
a` yy.
EPT , APE, GSS, UPE : dans les the´ories de Margules et de Lorenz, les sigles pour l’e´nergie
potentielle totale, l’e´nergie potentielle utilisable, la stabilite´ statique globale et l’e´nergie potentielle
inutilisable, respectivement.
Et, St, ∆(St) : l’e´nergie totale, l’entropie totale et la variation de l’entropie totale dans la section
(1.2.2).
T0 Σ, N = T0 Σ + Ek : l’e´nergie entropique statique et l’e´nergie entropique de la the´orie de
Dutton, respectivement
Λmax = H2 − H1, T∗, p∗ : l’e´nergie potentielle utilisable maximale de McHall qui de´pend des
deux constantes T∗ et p∗.
Jij, H : le tenseur de Poisson et l’Hamiltonien dans l’approche de Shepherd.
~u, ~U , δ/δ ~u : (pour Shepherd) le vecteur d’e´tat, le vecteur d’e´tat de l’e´tat de base et la de´rive´e
variationnelle, respectivement.
δ~u = ~u − ~U (pour Shepherd) la perturbation du vecteur d’e´tat autour de l’e´tat de base.
Π(p) = (p/p00)
κ = T / θ : (pour Shepherd)
C, C(θ) : (pour Shepherd) les invariants de Casimir et l’inte´grande de ces invariants pour l’e´tude
pre´sente´e a` la section (3.8).
A : la pseudo-e´nergie de Shepherd.
K : la fonction de Kullback dans l’approche de Karlsson (la section 5).
kB : (pour Karlsson) la constante de Boltzmann.
199
bs : (pour Karlsson) l’exergie statique spe´cifique.
θS : (dans la section 5) la tempe´rature entropique de Hauf et Ho¨ller.
Autres notations.
p00 : une pression de re´fe´rence (1000 hPa).
t2, t1, ∆t = t2 − t1 : les instants et l’intervalle de temps utilise´s pour de´finir les moyennes
spatio-temporelles.
ξ : une notation souvent utilise´e pour de´signer une grandeur inde´termine´e.
M, S : les domaines d’inte´gration sur la masse et sur une surface isobare, respectivement.
R : la longueur du pendule dans la section (1.1.2a).
{. . .} : une notation pour de´signer l’inte´grale sur la masse du bassin de la section (1.1.2b).
M : la masse totale de l’atmosphe`re.
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